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Uvod

Topologija se je razvila Sele v prejSnjem stoletju, vendar danes sodi
med glavna podro¢ja sodobne matematike. Po eni strani gre za po-
splositev geometrije, kajti geometer ne lo¢i med skladnimi liki, med-
tem ko topolog ne dela razlik med prostoroma, ki sta homeomorfna.
Ker sta vsaka dva skladna lika tudi topolosko ekvivalentna, obratno
pa ne velja, je torej topoloski pogled manj »selektiven« od geome-
trijskega. Po drugi strani lahko topologijo Stejemo za posploSitev
klasi¢ne analize, ker namesto evklidskih prostorov (premice R, rav-
nine R?, itd.) obravnava splosnejSe topoloske prostore (ki so lahko
tudi brez kakrsnekoli metrike).

Osnovna pojma v topologiji sta okolica in zveznost. Tocke, ki
leZijo v neki okolici, so si »blizu«, zvezne preslikave med topo-
loskimi prostori pa to relacijo ohranjajo, kajti bliZnje tocke vselej
preslikajo v bliznje tocke. Posebej pomembne zvezne preslikave so
homeomorfizmi in osnovni problem topologije je klasifikacija topo-
loskih prostorov do homeomorfizma natan¢no (tj. razvrsc¢anje po
homeomorfnostnih razredih). Ta problem je reSen za Stevilne ra-
zrede prostorov, vendar npr. Se vedno ne znamo klasificirati topo-
loskih 3-mnogoterosti, tj. prostorov, ki v vsaki tocki izgledajo kot
R3.

Sodobna topologija se deli na splosno, algebrsko ter geometrijsko
topologijo (slednji pravimo tudi topologija mnogoterosti). Namen
tega ucbenika je predstaviti osnovne pojme splosne topologije, ki
so temeljnega pomena za uspeSen Studij Stevilnih drugih podrocij,
predvsem v analizi. Poleg tega bomo obdelali tudi nekaj osnovnih
pojmov geometrijske topologije, predvsem topolosko klasifikacijo
kompaktnih ploskev. Algebrske topologije nismo vkljucili, ker bi

XV



XVI Uvod

bil potem ucbenik preobsezen. Ceprav bomo v knjigi govorili o
zelo splosnih topoloskih prostorih, bomo najve¢ ¢asa posvetili me-
tricnim prostorom, saj tudi v praksi najveckrat sre¢ujemo prostore,
ki dopuscajo metriko. Zato smo se pretirani sploSnosti namenoma
izogibali. Dodane so tudi Stevilne vaje, ki so namenjene Studentom
za utrjevanje in poglabljanje snovi.



Poglavije 1

Topoloski prostori

1.1 Osnovni pojmi

Najprej ponovimo osnovne pojme o metri¢nih prostorih. Metrika na
dani mnoZici M je taka preslikava

dMxM—R,
da velja:

e za poljubni to¢ki x in y v M veljad(x,y) > 0ind(x,y) = 0 &
X=y;

e d(x,y) = d(y, x) za poljubni tocki x, y € M;
e za poljubne tocke x, y,z € M velja trikotnis8ka neenakost

d(x,z) <d(x,y) +d(y,z).

MnoZico M skupaj z metriko d imenujemo metricni prostor (M, d).
Naj bo (M, d) neki metri¢ni prostor, ki naj bo do nadaljnjega nas
univerzum. To pomeni, da bodo vse mnoZice, ki jih bomo omenili,

1



2 Topoloski prostori

podmnozice v M. Naj bo x € M, r pa naj bo neko pozitivno realno
Stevilo. MnoZico

K(x,r)={y € M;d(x,y) <r}

imenujemo odprta krogla s sredi¢em x in radijem r. Ce mnoZica
U c M vsebuje kaksno odprto kroglo s sredis¢em x, se U imenuje
okolica tocke x. MnozZici U pravimo odprta, ¢e je okolica vsake svoje
tocke. Brez teZav se prepricamo, da je vsaka odprta krogla tudi
odprta mnoZica.

Oglejmo si nekatere temeljne lastnosti odprtih mnoZic v me-
tricnem prostoru (dokazite jih za vajo).

1. Poljubna unija odprtih mnozic je spet odprta mnozica.
2. Kon¢ni presek odprtih mnoZic je tudi odprta mnozica.
3. Prazna mnoZica in ves prostor M sta odprti mnozZici.

Kot smo Ze omenili, je topoloski prostor posplositev metric-
nega prostora. V topoloskem prostoru nimamo pojma razdalje (me-
trike) in tako tudi ne pojma (metri¢nih) krogel, topolosko strukturo
damo mnozici M tako, da povemo, katere mnoZice v njej so od-
prte. Za druzino vseh odprtih mnoZic pa zahtevamo, da zado3¢a
zgornjim trem aksiomom. Povejmo to Se ¢isto formalno.

DeriNicijA. Topoloski prostor (E, T) je mnoZica E skupaj s tako druzino
T svojih podmnoZic, da velja:

1. unija poljubne mnoZice elementov iz 7 je spet v 7;
2. presek vsake kon¢ne mnozice elementov iz 7 je spet v 7;

3. prazna mnoZica () in cela mnoZica E sta v 7.



1.1 Osnovni pojmi 3

Druzini T re¢emo topologija v mnoZici E, njenim elementom pa odprte
mnoZice v topoloskem prostoru (E, 7).

PRIMERI.

1. Naj bo E poljubna mnozica. Topologiji, ki jo sestavljata mno-
zici 0 in E, reCemo trivialna ali indiskretna topologija. Ocitno
je to topologija na E z najmanjS$im moznim Stevilom odprtih
mnozic.

2. Topologiji T = PE, ki jo sestavljajo vse podmnoZice v mnoZici
E, re¢emo diskretna topologija. Oc¢itno je to topologija na E z
najvedjim moZznim Stevilom odprtih mnozic. Med drugim je
vsak singleton {x}, x € E, odprta mnoZica.

3. Omenili smo Ze, da je v vsakem metri¢cnem prostoru odprta
metri¢na krogla okolica vsake svoje tocke. To pomeni, da
je vsak metri¢ni prostor tudi topoloski prostor, v katerem so
odprte mnoZice tiste mnozice, ki vsebujejo kaksno odprto me-
tricno kroglo okoli vsake svoje tocke. Med takimi topoloskimi
prostori je pomemben primer prostor R realnih Stevil z obi-
¢ajno metriko d(x, y) =[x —y|,zax, y € R.

4. Posebej omenimo $e ravnino R? z evklidsko metriko

d((x1, 1), (X2, ¥2)) = \/(Xl —x2)* + (Y1 — ¥2)%

za (x1, 1), (x2,y2) € R% Pozneje bomo pokazali, da tudi me-
trika r(x1, y1), (x2, ¥2)) = |x1 —x2| +|y1 — y»| porodi isto topologijo
kot evklidska metrika.

&



4 Topoloski prostori

Razlog, da bomo obravnavali splosnejse topoloske prostore od
metri¢nih je predvsem v tem, da bomo opazovali tiste lastnosti, ki
niso odvisne od izbrane metrike. Le izjemoma bomo omenili kakSen
topoloski prostor, ki ne dopusca nobene metrike. Taki topoloski
prostori zares obstajajo. Primer je prostor (X, 7), kjer ima mnozica X
vsaj dve tocki, T pa naj bo trivialna topologija. Naj bo d neka metrika
v X, x in y pa naj bosta razli¢ni tocki v X. Tedaj je d(x, y) > 0 in Ce je
0 < r <d(x,y), odprta krogla K(x, r) vsebuje tocko x, tocke y pa ne.
V topologiji, ki jo dolo¢a metrika 4, je odprta krogla K(x, r) seveda
odprta mnoZica, torej element topologije. To pomeni, da nobena
metrika v X ne da trivialne topologije, ki vsebuje le 0 in X.

Na zacetku, ko se Se privajamo na topoloske prostore, jih bomo
res pisali kot pare. S¢tasoma pa jih bomo pisali le z enim simbolom
(kot mnozice), pri tem pa imeli v mislih izbrano topologijo, s katero
so opremljeni. Podobno kot pri metri¢nih prostorih, bomo tudi pri
topoloskih prostorih rekli elementu prostora tocka.

DEerINICIJA. Mnozici F v topolosSkem prostoru E re¢emo zaprta, Ce je
njen komplement E \ F odprta mnoZica.

Ker je v dani mnozici vsaka podmnoZica natanko dolo¢ena s
svojim komplementom, lahko iz mnozice E »naredimo« topoloski
prostor tudi tako, da povemo katere mnoZice so v njem zaprte.

TrorTev 1.1.1. DruZina 3 v mnoZici E je druZina zaprtih mnoZic neke
topologije v E natanko tedaj, ko velja:

1. presek poljubne mnoZice elementov iz F je spet v JF;
2. unija vsake konc¢ne mnoZice elementov iz J je spet v F;

3. prazna mnoZica () in cela mnoZica E stav 5.



1.1 Osnovni pojmi 5

Dokaz. Vaja.
O

Ce ima mnoZica ve¢ kot en element, dopusta ve¢ razli¢nih
topologij. Nekatere med njimi lahko primerjamo.

DEerFINICA. Imejmo v mnoZici E dve topologiji 71 in 7, in naj velja
71 C 7o. Tedaj pravimo, da je 7, finejsa od 7, ali da je 71 bolj groba od
To.

Diskretna topologija je finejsa od vsake druge, trivialna topo-
logija pa je najbolj groba od vseh topologij.

DEerINIchE. Naj bo x tocka topoloSkega prostora (E, 7). MnozZici U
v tem topoloskem prostoru recemo okolica tocke x, ¢e obstaja taka
mnoZzica G € 7, da velja

xeGcl.

Okolici tocke x, ki je odprta mnozica, re¢emo tudi odprta okolica tocke
X.
Druzini vseh okolic dane tocke x € E re¢emo tudi sistem okolic tocke
X.

Trortev 1.1.2. V topoloskem prostoru je mnoZica odprta natanko tedaj,
ko je okolica vsake svoje tocke.

Dokaz. Vaja. (Namig: izrazite to mnoZico kot unijo odprtih mnozic.)
a

Topologijo lahko vpeljemo v mnoZico tudi tako, da za vsako
tocko povemo, kaj so njene okolice. To je zelo prikladno za vpe-
ljavo topologije v vektorski prostor, kar si bomo pobliZe ogledali v
poglavju 6, v razdelku 6.2.



6 Topoloski prostori

DEeriNIcIJE. Naj bo A poljubna mnoZica v nekem topoloskem pro-
storu. Notranjost int A = A° mnoZice A je najveéja odprta mnoZica,
ki je Se vsebovana v A.

Zaprtje cl A = A mnoZice A je najmanjsa zaprta mnozica, ki Se
vsebuje A.

Rob dA mnozice A je razlika A\ A

Iz definicije neposredno sledi, da za poljubno mnoZico A velja
A°CACA.

PrimER. Oglejmo si mnoZico Q vseh racionalnih Stevil v mnozici R
vseh realnih Stevil z obicajno topologijo, tj. tisto, ki jo porodi metrika
d(x,y) = |x — yl|, za poljubni x, y € R. Ker v poljubni okolici vsakega
racionalnega Stevila obstajajo iracionalna Stevila, je notranjost Q°
prazna mnoZica. Ker tudi v vsaki okolici kakSnega iracionalnega
Stevila lezi kaksno racionalno stevilo, je Q = Rin tako tudi dQ = R.

%

TrorTEV 1.1.3. Naj bosta A, B poljubni podmnoZici topoloskega prostora
X. Potem veljajo naslednje lastnosti.

1. (TU=Z;
2. (A%) = A°;
3. A°UB° C (AU B);

4. AUB=AUB.
Dokaz. Dokazimo trditev 4 (ostale pa naj bodo za vajo). Velja

ACAUBCAUB.
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Ker je A najmanjsa zaprta mnozica, ki vsebuje A, je A C AUB. Prav
tako je tudi B C A U B in tako velja

AUBCAUB.
Za obratno inkluzijo sklepamo takole. Iz A C A in B C B sledi
AUB c AUB. Mnozica AU B je najmanj$a zaprta mnozica, ki

vsebuje A U B in ker smo pokazali, da mnoZica A U B, ki je tudi
zaprta, vsebuje A U B, sledi

AUBCAUB.

O

Zaenkrat le omenimo, da lahko topologijo v mnoZici E dolo-
¢imo tudi z operatorjem zaprtja

A A,

ki vsaki mnozici A C E priredi njeno zaprtje A. IzkaZe se, da je
preslikava @: PE — PE operator zaprtja za neko topologijo natanko
tedaj, ko zado$¢a naslednjim pogojem.

1. ©0)=0

2. YA CE: O(D(A)) = D(A)

3. VACE: AC®(A)

4. YA,B C E: O(A)U D(B) = D(AUB)

Mi se bomo pri tem razmisljanju o topologiji omejili skoraj
izkljuéno na prostore, ki imajo Se eno lepo lastnost.



8 Topoloski prostori

DEeriNicija. Topoloskemu prostoru pravimo Hausdorffov, ¢e za po-
ljubni tocki x in y v tem prostoru obstajata taki okolici U, za x in U,
za y, da velja

Uu.nu,=0.

VAJE.

1. Dokazite, da je odprta krogla v metri¢cnem prostoru okolica
vsake svoje tocke.

2. Dokazite trditev 1.1.1.

3. Dokazite trditev 1.1.2.

4. Dokazite, da za poljubno mnoZzico obstajata njena notranjost
in njeno zaprtje.

5. DokazZite, da tocka x v topoloskem prostoru E leZi na robu
mnoZice A C E natanko tedaj, ko vsaka okolica tocke x vsebuje
vsaj eno tocko iz A in vsaj eno tocko iz E \ A.

6. Dokazite, da za poljubno mnoZico A v topoloSkem prostoru E
velja
E=A"UJAU(E\A),

kjer LI pomeni disjunktno unijo.

7. Dokazite, daje mnozica odprta natanko tedaj, ko je enaka svoji
notranjosti.

8. Dokazite, da je mnoZica zaprta natanko tedaj, ko je enaka svo-
jemu zaprtju.

9. Poiscite notranjost, rob in zaprtje intervala [0,1) v R.



1.2 Baza topologije 9

10.

Dokazite, da je v Hausdorffovem prostoru vsaka tocka zaprta
mnoZica. (Namig: vzemite neko tocko in izrazite njen kom-
plement kot unijo odprtih mnozic.)

1.2 Baza topologije

DEerINICIJA. V topoloskem prostoru (E, 7) re¢emo druZini B C 7
baza topologije, ¢e se da vsak element iz 7 izraziti kot unija nekaj
elementov iz B.

PRIMERI.

1. Druzina 7 je baza za .

2. V diskretnem prostoru E je B = {{x}; x € E} baza topologije.

3. VR z obicajno (evklidsko) topologijo je druzina odprtih inter-
valov (ki so ravno odprte krogle za evklidsko metriko) baza
topologije.

4. V poljubnem metri¢nem prostoru je druzina vseh odprtih kro-
gel baza topologije.

5. V poljubnem metri¢nem prostoru je druzina vseh odprtih kro-

gel z racionalnim radijem baza topologije.
%

Druzine odprtih mnozic, ki so baze dane topologije karakteri-

zira naslednji izrek.

Izrek 1.2.1. Naj bo B C 1. Naslednji trditvi sta ekvivalentni:
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1. B je baza za t.
2. Zavsak G € T in vsak x € G obstaja tak B € B, da jex € B C G.

Dokaz. (1) = (2): G = U, B;, B; € B, torej obstaja vsaj en tak Bj, da je
x€B j C G.

(2) = (1): Poljubni element G € T moramo izraziti kot unijo
elementov iz B. Ker za vsako to¢ko x € G obstaja tak B, € B, da je

x € B, C G, velja
G:UBX.

xeG

O

Izrek 1.2.2. Naj bosta B in B’ bazi za topologiji T in v’ na mnoZici E.
Tedaj je topologija T’ finejSa od topologije T natanko tedaj, ko za vsak x € E
in vsak B € B, ki vsebuje x, obstaja tak B’ € B’, da velja

x € B’ C B.

Dokaz. Najprej pokazimo, da je pogoj zadosten, to je, da iz navede-
nega pogoja sledi, da je 7’ finejSa od 7. To pa pomeni, daza U € 1
velja tudi U € 7'.

Najbo U € tin x € U. Ker je B baza za 1, obstaja tak B, € B,
da velja x € By. Po privzetku obstaja tak B, € B’, daje

xe€B, cB,cU.
Tedaj pa velja

u=|JB

inje tako U € 7'.
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PokaZzimo, da je omenjeni pogoj tudi potreben, to je, da je
pogoju zadosceno, ¢e je T’ finejSa od 7. Najbo x € Xin B € B tak, da
je x € B. Ker je

BeBcrtct,

po trditvi 1.2.1 obstaja tak B’ € B’, daje x € B’ C B.

VAJE.

1. Dokazite, da je mnoZica A v topoloSkem prostoru z bazo B
odprta natanko tedaj, ko za vsako tocko x € A obstaja tak
element B baze B, da velja x € B C A.

2. Dokazite, da je mnozica odprtih intervalov, katerih Sirina je
1/n, n € N, baza obicajne topologije v R.

3. DokaZite, da je mnozica odprtih kvadratov baza evklidske to-
pologije v ravnini R?.

4. Dokazite, da je druzina B mnozic v E baza za neko topologijo
v E natanko tedaj, ko veljata naslednji lastnosti:

@ E=UB;
(b) presek kon¢no mnogih elementov druZzine B lahko izra-
zimo kot unijo kaksne poddruzine v B.

1.3 Topoloski podprostor

DEeriNIcjA. Naj bo A mnoZica v topoloskem prostoru (E, 7). Topo-
logijo 74 v mnozici A, ki jo sestavljajo mnoZice

UNnA,Uer,
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Slika 1.1. Topologija podprostora

imenujemo inducirana topologija ali relativna topologija ali tudi topolo-
gija podprostora, za topoloski prostor (A, 74) pa re¢emo, da je podpro-
stor topoloskega prostora (E, 7).

Preverimo, da je zgoraj definirana druZina 74 res topologija na
A: unija poljubne druZine | elementov iz 74 je spet v 74, saj velja

Ju

i€e]

U(ui NA) = NA;

i€]

presek poljubne konc¢ne druZine elementov iz 74 je spet v 74, saj
velja
UnLnAN..nU,NA)=U1Nn...nU,)NA;

sevedastatudiD=0NAINA=ENAV T,
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PRIMERI.

1. Kaj so odprte mnozice v podprostoru [0, 1] topoloskega pro-
stora R? Ker so v R odprte mnoZice poljubne unije odprtih
intervalov, so v [0, 1] odprte mnoZice unije poljubnih druZin
naslednjih mnozic: intervalov oblike (a,b), kjer velja 0 < a <
b < 1, intervalov oblike [0, a), kjer je 0 < a < 1 in intervalov
oblike (a,1], kjerje tudi 0 <a < 1.

2. Topologija v R inducira diskretno topologijo v N, saj za vsako
naravno Stevilo n velja

nf=m-1/2,n+1/2)NN.
&

Ce za kaksno lastnost topologkih prostorov velja, da se pode-
duje na vsak podprostor, ji re¢emo dedna (ali hereditarna) lastnost.

Kot so nam povedali zgornji primeri, so v podprostoru odprte
tudi take mnoZice, ki v celem prostoru niso odprte, zato za kaksno
tako mnoZico re¢emo, da je odprta v A.

DokaZimo Se naslednjo koristno trditev.

Trortev 1.3.1. Ce je B baza topologije v topoloskem prostoru (E, ) in je
A CE, jedruZina
Bs={BNA;B e B}

baza inducirane topologije T4 v A.

Dokaz. Naj bo G poljubna odprta mnoZzica v Einnajboa € GNA. Po
izreku 1.2.1 obstaja taka mnoZica U € B, da veljaa € U C G. Tedaj
veljaa e UNA C GNA. Poizreku 1.2.1 je tedaj B4 baza topologije
T4 naA.

|
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VAJE.

1.

V topoloskem prostoru (E, 7) imejmo podmnozici A C B C E.
DokazZite, da za inducirane topologije velja 74 = (75)a.

Naj bo (A, T4) podprostor v (E, 7). DokaZite, daje B C A za-
prta v relativni topologiji natanko tedaj, ko obstaja taka zaprta
mnozica Cv E,daje B=CnNA.

Pokazite, da je obicajna topologija v R ista kot topologija pod-
prostora R = R X {0} v R? z evklidsko topologijo.

Naj bo X = (-3,0] s topologijo inducirano z R. Ali je (-1,0]
odprta mnoZica v X? Alije v X mnozZica (-3, -2] zaprta? Ali
je v X mnoZica (—2,—1] odprta ali zaprta ali pa ni niti odprta
niti zaprta?

Naj bo (A, t4) podprostor v (E, ). Najbo A odprta v E. Doka-
zite, da je tedaj vsaka mnoZica B C A odprta v A natanko tedaj,
ko je odprta v E.

Naj bo (A, t4) podprostor v (E, 7). Naj bo A zaprta v E. Doka-
zite, da je tedaj vsaka mnoZica B C A zaprta v A natanko tedaj,
ko je zaprta v E.

Kaksne so okolice tock v Q v inducirani topologiji iz R? Kaksne
pa so okolice v N?

Dokazite, da je vsak podprostor Hausdorffovega topoloskega
prostora tudi Hausdorffov.
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1.4 Zveznost

DEerINICIJA. Naj bosta (X, 7) in (Y, 0) topoloska prostora. Za funkcijo
f: X = Yiz mnoZice X v mnoZico Y re¢emo, da je zvezna funkcija ali
preslikava f:(X,7) — (Y, 0), ¢e je za vsak U € o praslika f~(U) v 7.

Torej so praslike odprtih mnoZic pri preslikavah vselej odprte
mnoZice. Z zgornjo definicijo smo definirali »globalno« zveznost,
zveznost funkcije v dani tocki pa definiramo takole.

DEerFINICchA. Naj bosta (X, 7) in (Y, 0) topoloska prostora. Za funkcijo
f:X — Y retemo, da je zvezna v tocki x € X, Ce je praslika f~(V)
poljubne okolice V tocke f(x) okolica tocke x.

Izrex 1.4.1. Funkcija f:(X,t) — (Y,0) je zvezna natanko tedaj, ko je
zvezna v vsaki tocki x € X.

Dokaz. Najprej pokazimo, da zveznost implicira zveznost v vsaki
tocki. Naj bo x € X in naj bo V okolica tocke f(x). Obstaja torej
neka odprta okolica W C V totke f(x). Ker je f zvezna, je f1(W)
odprta mnozica v X, ki vsebuje tocko x. Ker je po konstrukciji
(W) c f4(V)je f~1(V) okolica tocke x in je f res zvezna v tocki x.
PokaZimo Se obratno, da je funkcija, ki je zvezna v vsaki tocki,
zvezna. Naj bo f:X — Y funkcija, ki je v vsaki to¢ki zvezna, V
pa poljubna odprta mnozica v Y. Kaksna je tedaj f'(V)? Naj bo
x € f7Y(V). Ker je f v x zvezna, je praslika vsake okolice W slike
f(x) okolica tocke x. Ker je V odprta, je tudi okolica tocke f(x) in
tako tudi njena praslika f~!(V) okolica totke x. Ker to velja za vsako
tocko x € f71(V), je f~1(V) okolica vsake svoje tocke, torej je odprta

mnozica v X.
a
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ORI

Y (W) W
fHW)

Slika 1.2. Zveznost v tocki

TroITEV 1.4.2. Funkcija je zvezna natanko tedaj, ko je praslika vsake
zaprte mnoZice zaprta.

Dokaz. Naj bo f zvezna preslikava iz (X, 7) v (Y,0). Naj bo A zaprta
mnozica v Y. Tedajje Y \ A odprta v Y in zaradi zveznosti tudi

fIY\A) =X\ f1(A)

odprta v X. Torejje f!(A) zaprta v X.

Naj za f: X — Y velja, da je praslika vsake zaprte mnozice
(glede na o) zaprta (glede na 7) in pokaZimo, da je tedaj f zvezna.
Naj bo B poljubna odprta mnoZica v Y. Ker je Y \ B zaprta, je po
predpostavki tudi

fY\B) =X\ f(B)

zaprta mnoZica v X. To pa pomeni, daje f~!(B) odprta v X. Funkcija

f je torej zvezna.
a
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PRIMER. Iz zgornje trditve sledi, da je krivulja v R?, implicitno dana
z enacbo f(x,y) = 0, kjer je f:R* > R zvezna funkcija, zaprta v R?,
saj je enaka mnozici f~ 1(O)

&

Dokazimo $e naslednji koristni izrek.

Izrex 1.4.3. Naj bo dana funkcija f:(X,t) — (Y,0) innajbo X = AUB,
kjer sta bodisi A in B obe odprti bodisi obe zaprti mnoZici. Ce sta zoZitvi
flatA = Yin flg: B = Y zvezni, je tudi f zvezna.

Dokaz. Naj bosta najprej A in B obe odprti mnozici v X in naj bo
C odprta mnozica v Y. Tedaj sta zaradi zveznosti f|4 in f|z tudi
(fla)"1(C) in (f15)"}(C) odprti mnoZici v A oziroma v B in ker sta tudi
ti dve odprti v X, sta tako tudi obe (f]4)"}(C) in (f|5)"(C) odprti v X.
Kerje X =AUBinje

(fl)™ O =fFHONA,  (fl) (O =fONB,
je f~1(C) unija odprtih mnozic
FHO) = (fl) ) U (fs)(C)

in je tako odprta mnoZica. Torej je f zvezna.

Naj bosta zdaj A in B obe zaprti mnozici v X. Naj bo D zaprta
mnoZzica v Y. Po trditvi 1.4.2 sta tedaj tudi (f|4)"}(D) in (flz)"}(D)
zaprt1 mnoZici v A oziroma v B in ker sta A in B zaprti v X, sta tudi
(fla) YD) in (f|p) (D) obe zaprti v X. Tedaj pa je zaprta v X tudi
njuna unija

(fl)' D) U (fl) (D) = £(D).
Po trditvi 1.4.2 je tedaj tudi f zvezna.
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VAJE.

. DokaZite, da se »nas« pojem zveznosti funkcije v tocki ujema z

¢ - 0 definicijo zveznosti za funkcije R — R, tj. funkcija f: R —
R je zvezna v tocki xy, ¢e za vsako Stevilo ¢ > 0 obstaja tako
stevilo 6 > 0, daje |f(x) — f(x0)| < &, Ceje |x — x| < 6.

Dokazite, da je vsaka funkcija iz diskretnega topoloskega pro-
stora v poljubni topoloski prostor zvezna. DokaZite tudi, da je
vsaka funkcija iz poljubnega topoloskega prostora v indiskre-
tni prostor zvezna.

Dokazite, da je vsaka konstantna funkcija (tj. taka, ki preslika
cel prostor v eno samo tocko) zvezna, ne glede na topologiji v
domeni in kodomeni.

Dokazite, da je kompozitum dveh zveznih funkcij tudi zvezna
funkcija.

S protiprimerom pokazite, da trditev 1.4.3 ne velja, ¢e dovo-
limo, da je A odprta, B pa zaprta mnoZica. Namig: poskusite
najti protiprimer med funkcijami R — R.

Naj bo f: X — Y funkcija med topoloskima prostoroma in naj
bo B baza topologije v Y. Dokazite, da je f zvezna natanko
tedaj, ko je praslika vsakega elementa iz B odprta mnozZica v
X.

S pomocgjo prejSnje naloge pokazite, da so vse translacije in
rotacije ravnine zvezne preslikave. (Namig: za bazo evklidske
topologije v ravnini vzemite druZino vseh odprtih krogov.)

DokaZite, da se »naSa« definicija zveznosti funkcije v tocki
ujema z definicijo zveznosti med metri¢nimi prostori, tj. funk-
cija f:X — Y je zvezna v tocki xg, ¢e za vsako Stevilo ¢ > 0
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

obstaja tako Stevilo 6 > 0, da velja dy(f(x), f(x0)) < ¢, Ce je
dx(x, XO) <.

. 'V mnozici E imejmo topologiji 7 in 0. Pokazite, da je identi-

teta id: (E, ) — (E, 0) zvezna natanko tedaj, ko je topologija 7
finejSa od topologije o.

Najbo f: (X, t) = (Y,0) zvezna funkcija. DokaZite, da f ostane
zvezna tudi, ¢e zamenjamo topologijo 7 s finejso, topologijo o
pa z bolj grobo.

Naj bo f:(X,7) — (Y, 0) funkcija, ki ni zvezna. Dokazite, da
f ne bo zvezna tudi, ¢e zamenjamo topologijo 7 z bolj grobo,
topologijo o pa s finejSo.

Poiscite najbolj grobo topologijo v ravnini R X R, za katero je
projekcija na prvi faktor zvezna. Poiscite tudi najbolj grobo
tako topologijo v ravnini R X R, da sta obe projekciji (na prvi
in drugi faktor) zvezni.

Najbo A € Xin f: X — Y zvezna preslikava. DokaZite, da je
tedaj tudi zozitev f|a: A — Y zvezna preslikava.

Pokazite, da se da trditev 1.4.3 posplositi na primer poljubne
druzine odprtih mnozic A;, ki pokrivajo ves prostor X, tj.

X =UA;.

Zakaj se ne da posplositi tudi na primer poljubne druZine zapr-
tih podmnoZic, ki pokrivajo X? Kje dokaz odpove? Poizkusite
najti protiprimer.

Poiscite tako topologijo v mnoZici N U {eo} (to je mnoZica na-
ravnih Stevil, ki ji dodamo Se eno tocko o), da bo funkcija

f:NU{co} — R
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16.

zvezna natanko tedaj, ko je

lim f(n) = f(c0),

n—o00
Kjer je limita obicajna limita, ki jo poznamo iz analize.

Pokazite, da slika Hausdorffovega prostora z zvezno presli-
kavo ni vedno Hausdorffov prostor.

Nasvet: vzemite v ravnini R X R podmnoiico
B = [(R —{0}) x {0} U{(0; 1)} U {(0; -1)};

tu piSemo tocko v R X R s koordinatama x in y kot par (x; y),
da toc¢ko v R X R razlikujemo od odprtih intervalov. MnoZico
B opremite z naslednjo topologijo. Bazo topologije naj tvori
druZina odprtih intervalov (x, v) X {0}, kjer je (x,y) € R — {0},
skupaj z mnoZzicami oblike (—¢,0) x {0} U {(0; 1)} U (0, ¢) X {0} in
(—¢,0) x {0} U {(0; -1)} U (0, €) x {0}. Pokazite, da B je topoloski
prostor, ki pa ni Hausdorffov. Za A vzemite podprostor v RXR,
ki je unija premic R x {1} in R X {—1}. PoiS¢ite zvezno surjekcijo
AnaB.

1.5 Homeomorfizem

DeriNIcA. Funkciji f: (X, 7) — (Y, 0) re¢emo homeomorfizem, e je
zvezna, bijektivna in je tudi njen obrat f~! zvezna funkcija.

Ce med topoloskima prostoroma obstaja kak homeomorfizem,

re¢emo, da sta ta dva topoloska prostora homeomorfna.

Kot smo povedali zZe v uvodu je osnovni problem topologije,

da za dana topoloska prostora dokaZemo ali sta homeomorfna ali ne.
Homeomorfnostje namre¢ topoloska ekvivalenca: topologija ne vidi
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razlike med homeomorfnima prostoroma. Lastnost L topoloskih
prostorov, ki jo homeomorfizmi ohranjajo, je topoloska lastnost ali
topoloska invarianta. Ce ima neki topologki prostor neko topologko
lastnost, ima to lastnost tudi vsak homeomorfen prostor.

PRIMERI.

1. Funkcija x — 2x je homeomorfizem iz [0,1] v [0, 2], saj je bi-
jekcija (njen inverz je x + x/2; ker je vsaka identiteta bijekcija,
iz fg = id namrec sledi, da je f surjekcija, ¢ pa injekcija, iz
gf = id pa obratno) in ker je vsaka linearna funkcija zvezna,
gre res za homeomorfizem.

2. Funkciji
tg:(-m/2,m/2) — R, arctg: R — (-7/2,/2)

sta inverzna si homeomorfizma. Funkciji sta si namre¢ inver-
zni in obe sta zvezni, kot vemo Ze iz analize. Ker sta si funkciji
inverzni (tj. tg o arctg = id in arctg o tg = id), sta bijekciji.

3. Funkciji
L) —R,  fa)= ——
1—x2
in
X

V1 + x?

sta inverzna si homeomorfizma. Da gre za inverzni si funk-
ciji pokaZze kratek rac¢un, zveznost sledi iz zveznosti osnovnih
racunskih operacij in zveznosti kompozitov. Interval (-1, 1) je
torej homeomorfen mnoZici vseh realnih Stevil R.

R —(-1,1), g(x) =

&
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Ve¢ zanimivih primerov in protiprimerov bomo srecali Se ka-
sneje, ko bomo spoznali ve¢ topoloskih lastnosti.

TroITEV 1.5.1. Naj bo f: X — Y homeomorfizem. Tedaj je za poljubno
podmnoZico A v X tudi »zoZitev« fa:A — f(A), a — f(a), homeomorfi-
zem (glede na inducirani topologiji v A oziroma f(A)).

Dokaz. O¢itno je tudi omenjena preslikava f4 bijekcija. PokaZimo,
da je fa zvezna. Naj bo a € A. Po definiciji topologije podprostora
je vsaka okolica tocke f(a) v f(A) oblike V N f(A), kjer je V neka
okolica toc¢ke f(a) v Y. Ker je f zvezna v a, za okolico V C Y tocke
f(a) najdemo okolico U C X tocke a, da je f(U) c V. Tedaj pa za
okolico U N A tocke a v A velja fa(UNA) C VN f(A) in je zato fa
zveznav 4.
Iz istega razloga je zvezen tudi njen inverz (fa)™ = f; -

Pozor! Medtem, ko pri algebri velja, da je homomorfizem, ki je bi-
jektiven, tudi izomorfizem, pa zvezna obrnljiva preslikava ni nujno
homeomorfizem. Obstajajo preslikave, ki so bijektivne, njih obrat
pani zvezen. Primer take preslikave je

f:10,2) —» S',  f(x) =™ = cosx +isinx.

(Spomnimo se, daje S' = {¢*;0 < t < 2m}.)

DeriNich1. Naj bosta (X, 7) in (Y,0) topoloska prostora. Funkciji
f: X =Y, ki preslika vse odprte mnozice v odprte mnoZice, re¢emo
odprta funkcija ali, Ce je f zvezna, odprta preslikava.

Funkciji f: X — Y, ki preslika vse zaprte mnoZice v zaprte
mnozice, re¢emo zaprta funkcija ali, Ce je f zvezna, zaprta preslikava.

Zgoraj omenjena funkcija f:[0,271) = S', f(x) = ¢¥je zvezna, ni
pa tudi odprta: intervali [0, €), ¢ < 27, so vsi odprti v [0,27), njihova
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/\

Slika 1.3. Preslikava iz intervala na kroznico

slika s preslikavo f pa ni odprta v S'. Prav tako ta preslikava ni
zaprta: intervali [¢,2m) so zaprti v [0, 27), njihova slika pa ni zaprta
v S

DokaZimo naslednjo koristno trditev.

Trortev 1.5.2. Naj bo f:X — Y bijektivna odprta funkcija. Tedaj je
1Y — X zvezna preslikava. Ce je f tudi zvezna, je f homeomorfizem.

Analogno velja za zaprte funkcije: Ce je f: X — Y zaprta bijekcija, je
! zvezna preslikava; Ce je f Se zvezna, je homeomorfizem.

Dokaz. Dokazimo le prvo trditev. Funkcija f~: Y — X je po definiciji
zvezna, e je praslika (f~1)"}(U) = f(U) poljubne odprte mnozice U
v X odprtav Y. To paje vnaSem primerures, sajje f po predpostavki
odprta funkcija.

|

VAJE.

1. Dokazite, da je homeomorfnost topoloskih prostorov ekviva-
len¢na relacija.
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. Poiscite kaksen homeomorfizem med (0, 1) in (-1, 1).
. Poiscite kaksen homeomorfizem med (0, 1) in R.

. Pokazite, da so vsi zaprti in omejeni intervali med sebojhomeo-

morfni in da so tudi vsi odprti intervali med seboj homeo-
morfni.

. Pokazite, da so si vse kroznice v R> homeomorfne in da so vse

2-sfere v R? homeomorfne.

. Najbo B" = {x = (x1,...,x,) € R"||x|| < 1}. DokaZite, da sta

funkciji
X
f:intB" — R", fx) = ——
V1 =[x
in
X

¢:R" — intB", g(x) = ——
VI + [lxIP?

inverzna si homeomorfizma.

. Najbo §" = {x = (x1,...,xn41) € R™; ||x|| = 1}. Dokazite, da sta

funkciji

s:$"\{0,...,0,1)} — R,

(xl,...,xn+1) > (xl,...,xn)

1_xn+1
in
p:R" — §"\{(0,...,0,1)}

X1 X NP -1
[l 41777 flxl? + 17 JIx]l> + 1

Xx=X1,...,X) (

inverzna si homeomorfizma. Funkciji s re¢emo stereografska
projekcija.
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('1/0)

s(—1,0) /s(a) s(b)

Slika 1.4. Stereografska projekcija

8. Dokazite, da kvadratna funkcija f:R — R, f(x) = x?, ni odprta
preslikava, je pa zaprta. (Namig: kam se preslikajo intervali

(=a,a)?)

9. Dokazite, da je projekcija R X R — R na prvi faktor presli-
kava, ki je odprta, ni pa zaprta. (Namig: za odprtost izrazite
poljubno odprto mnoZzico v ravnini kot unijo odprtih krogel;
za protiprimer zaprtosti pa poglejte v kaj se preslika krivulja
y=x")
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1.6 Povezanost

Povezanost je ena najbolj nazornih topoloskih lastnosti. Poleg po-
vezanosti si bomo tu ogledali tudi povezanost s potmi in lokalno
povezanost.

DEerFINICIJE. MnoZici A in B v topoloSkem prostoru (E, 1) tvorita
separacijo tega prostora, ¢e sta A in B odprti, neprazni mnozici, za
kateri velja

E=AUB, ANB=20.

Prostor (E, 1) je povezan, e ne dopusca nobene separacije, tj. ¢e
sta 0 in E edini podmnoZici v E, ki sta hkrati odprti in zaprti.

MnoZici X v prostoru E re¢emo povezana mnoZica, e je X skupaj
s topologijo, ki jo inducira E, povezan topoloski prostor.

Ker homeomorfizem preslika odprte mnoZice v odprte in za-
prte v zaprte, ohranja (ne)povezanost in je zato povezanost res to-
poloska lastnost.

PRIMERI.

1. Vsi intervali v R so povezani topoloski prostori in tako tudi
povezane mnoZice v R, kot bomo pokazali v naslednjem iz-
reku.

2. Unija intervalov, ki ni interval, ni povezana. Konkretni primer
je [0,1) U (1, 2), saj sta oba intervala v tej uniji odprti in hkrati
tudi zaprti mnozici.

3. MnoZica celih $tevil Z ni povezana mnozica v R, prav tako tudi
mnozica Q racionalnih stevil.

4. KroZznica je povezan prostor (to sledi iz trditev 1.6.1 in 1.6.5,
ki jih bomo dokazali kasneje) in ¢etudi ji odvzamemo kaksno
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tocko ostane povezan prostor. Tudi cifra 8 je tudi povezan
prostor (tudi to sledi iz omenjenih izrekov), a ¢e ji odvzamemo
neko tocko (katero?) postane nepovezan prostor. Odtod lahko
zaradi trditve 1.5.1 sklepamo na to, da kroZnica in osmica nista
homeomorfna prostora.

&

Izrek 1.6.1. Edine povezane mnoZice v R, ki imajo vec kot eno tocko, so
intervali (ki so lahko tudi neomejent).

Dokaz. Najbo X C R povezana mnozica. Denimo, da X ni interval.
Tedaj obstajajo take tocke a,b € X, c ¢ X, daveljaa <c <b. V tem
primeru lahko zapisemo

X=XnxeRx<chuUXnifxeRx>c}),

kar je razcep mnozice X na dve disjunktni podmnoZici, ki sta odprti
v X. To paje v nasprotju s predpostavko, da je X povezana mnoZica.
Naj bo X interval in dokaZimo, da je X povezana mnoZica.
Denimo nasprotno, da za X obstaja separacija X = A U B, kjer sta A
in B neprazni, odprti mnoZici s praznim presekom. Izberimoa € A
in b € B. Lahko privzamemo, da je a < b, sicer zamenjamo oznake.
Toc¢ka a = sup{x € A; x < b} leZi na intervalu [a, b], zato je a € X. Ce
je a € A, potem je (a,b] C B, zato vsaka okolica tocke a seka B in je
a v dA. Ce paje a € B, potem zaradi lastnosti supremuma vsaka
okolica tocke a seka A, zato je spet & € JA. V obeh primerih dobimo
protislovje s privzetkom, da je A odprta mnoZica, torej ne vsebuje

svojih robnih tock.
O

DEeriNicjA. Naj bo E topoloski prostor. Povezanim podmnoZicam
tega prostora, ki so maksimalne glede na relacijo inkluzije, re¢emo
tudi komponente (za povezanost, ali tudi povezanostne komponente).
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Ali je povezanost dedna lastnost? Ni, kajti v povezanem pro-
storu R imamo nepovezane podmnozice, npr. (—=1,0) U (1, 2).
Pokazimo, da preslikave ohranjajo povezanost.

Izrek 1.6.2. Najbo f: X — Y preslikava povezanega topoloskega prostora
X v topoloski prostor Y. Tedaj je f(X) povezana mnoZicav'Y.

Dokaz. Pa recimo, da temu ni tako. Tedaj za neki povezan prostor X
in neko preslikavo f: X — Y prostor f(X) ni povezan. To pomeni, da
za f(X) obstaja separacija f(X) = AUB. Zaradi zveznosti preslikave f
sta tedaj tudi f~}(A) in f~}(B) odprti mnozZici v X, od katerih seveda
nobena ni prazna, njun presek je prazen, njuna unija pa X, torej
tvorita separacijo za X. To pa je v protislovju s predpostavko, da je
X povezan prostor.

O

S posebnim primerom zgornjega izreka smo se Ze srecali pri
analizi, kjer smo ugotovili, da zavzame zvezna funkcija iz intervala
v R, ki zavzame vrednostia,b € R, tudi vse vrednosti med a in b.

Izrek 1.6.3. (IZREK O VMESNI VREDNOSTI.) Naj bo f: X — R zvezna
funkcija povezane mnozice X v R. Ce sta a in b dve tockiv X in jer € R
tako realno stevilo, da velja

f@) <r < f(),

obstaja taka tocka x € X, da je f(x) =r.

Dokaz. Ker je X povezana mnozica, f pa zvezna funkcija, je po izreku
1.6.2 tudi f(X) povezana mnozica in zato po izreku 1.6.1 interval. To

pa pomeni, da velja [f(a), f(b)] C f(X).
O
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Slika 1.5. Vmesna vrednost

TroITEV 1.6.4. Naj mnoZici Cin D tvorita separacijo topoloskega prostora
X in naj bo Y povezana mnozica v X. TedajjealiY C CaliY C D.

Dokaz. Ker sta C in D odprti in zaprti mnozici, sta CNY in DNY taki
odprti in zaprti mnoZici v Y, da je njuna unija Y. Ker je Y povezana,
je eden od zgornjih presekov prazen in dobimo zgornjo trditev.

|

IzrEk 1.6.5. Imejmo tako druZino povezanih mnoZic, da je njen presek
neprazen. Tedaj je tudi unija te druZine povezana mnozica.

Dokaz. Najbo {A;} druzina povezanih mnozic v topoloskem prostoru
X in naj bo p € (); A;. Denimo, da Y = |J; A; ni povezana mnoZica.
Potem je Y = CU D, kjer sta C in D v Y neprazni, odprti in zaprti
mnozici. Recimo, daje p € C. Ker je A; povezana mnoZica, mora po
zgornji trditvilezatialiv Caliv D. Ker pap € A;, je A; C Cinto velja
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za vsak i. To pa pomeni Y C C, kar je v protislovju s predpostavko,
da D ni prazna mnoZica.
(]

Poglejmo si Se en pojem povezanosti, to je povezanost s potmi.

DEeFINICIJE. Pot v prostoru X je zvezna preslikava f:[0,1] — X.
Tocki f(0) re¢emo zacetna tocka poti f, tocki f(1) pa koncna tocka poti

f.
Prostoru X pravimo s potmi povezan, ¢e za poljubni tocki xg, x; €
X obstaja taka pot f v prostoru X, da je f(0) = xp in f(1) = x;.

PRIMERI.

1. Prostor R je s potmi povezan: za poljubni tocki a,b € R naj-
demo pot, na primer f:I = [0,1] = R, f(t) = (1 — t)a + tb, ki se
zacne v a in konc¢a v b.

2. Podobno kot zgoraj lahko pokaZemo, da je vsak evklidski pro-
stor R" s potmi povezan.

3. Enotska kroZnica S! v ravnini je s potmi povezan prostor: pi-
§imo njene tocke kot e, kjer je t € [0,27); tocki e in e’ lahko
tedaj povezemo s potjo f(t) = e/1-0+ib,

&
Pokazimo, da je povezanost s potmi stroZja zahteva od po-
vezanosti. To je pomembno dejstvo, saj za marsikakSen prostor ni

teZko pokazati, da je s potmi povezan.

IzREK 1.6.6. Vsak s potmi povezan prostor je tudi povezan.



1.6 Povezanost 31

|

Slika 1.6. Graf funkcije x - sin

1
X

Dokaz. Naj bo X s potmi povezan prostor in denimo, da ni povezan
prostor. Tedaj obstaja neka separacija A U B = X. Za poljubni tocki
a € Ain b € B obstaja taka pot f:I — X, daje f(0) =ain f(1) = b.
Tedaj tvorita mnozici A N f(I) in B N f(I) separacijo za povezano
mnozico f(I). To pa je protislovje.

O

Tule omenimo, da ne velja obrat zgornjega izreka. Ceje prostor
povezan, Se ni re¢eno, da je tudi s potmi povezan. Protiprimer je
topoloska sinusna krivulja

X = ({0} x [0,1]) U {(x,sin1/x);0 < x < 1}

v ravnini R?, v njej ne moremo povezati s potmi tock iz {0} x [0,1] s
tockami na {(x, sin 1/x)}, je pa povezan prostor. Krivulja

{(x,sin1/x);0 < x < 1}

je zvezna slika intervala, torej je povezana. Njeno zaprtje v X, ki je
kar cel prostor X, je torej tudi povezan prostor.

S povezanostjo si lahko pomagamo tudi pri vpraSanju homeo-
morfnosti topoloskih prostorov, najpogosteje tako, da z (ne)poveza-
nostjo kaksnih mnozic pokaZemo, da si dva prostora nista homeo-
morfna.
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S tem smo zaenkrat koncali z globalnim aspektom povezano-
sti. Oglejmo si Se lokalno povezanost.

DEerFINICIA. Prostor E je lokalno povezan, ¢e ima kaksno bazo topolo-
gije, ki jo sestavljajo povezane mnoZice.

PRIMERI.

1. Vsi intervali realnih Stevil so lokalno povezani topoloski pro-
stori.

2. Unija dveh intervalov je lokalno povezan prostor.
3. Mnozica celih Stevil je lokalno povezana mnozica v R.

4. Mnozica ulomkov Q ni lokalno povezana mnozica v R. Ker
med poljubnima ulomkoma obstaja iracionalno stevilo, ni tezko
pokazati, da so tocke edine povezane mnozice v Q. Tocke pa
ne sestavljajo baze topologije za Q, ker topologija v Q ni dis-
kretna.

<&

Primera 2 in 3 povesta, da je prostor lahko lokalno povezan,
¢eprav ni povezan. Velja pa tudi obratno: obstajajo prostori, ki so
povezani, pa niso lokalno povezani.

PriMER. V R? si oglejmo podprostor, ki mu re¢emo glavnik. (Glej
sliko 1.7 na sosedniji strani!) To je unija

0,11x{0} | J t/mneNyx(o11 | {01x[0,1].

Ta prostor je povezan, ni pa lokalno povezan. Vse dovolj majhne
okolice tocke (0, 1) v glavniku so nepovezane, to pa pomeni, da ne
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Slika 1.7. Glavnik

obstaja taka baza topologije, ki bi bila sestavljena iz samih povezanih
mnozic.
%

VAJE.

1. Naj bo E povezan diskretni topoloski prostor. Koliko tock
lahko ima?

2. Naj bo A povezana mnoZica v topoloskem prostoru E. Naj za
mnozico B v E velja
AcBCcA.

Dokazite, da je potem tudi B povezana mnoZica.

3. Dokazite, da so povezanostne komponente zaprte mnozice.
Ali so tudi odprte? (Namig: Kaj so komponente mnozice
{1/n;n € N} U {0} vR?)

4. Naj bo X povezan topoloski prostor. Ali obstaja zvezna sur-
jektivna preslikava f: X — Y, kjer je Y = {0,1} z diskretno
topologijo?
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10.

11.

PokaZite, da je enotska sfera S? v prostoru R? s potmi povezan
prostor.

PokaZite, da je enotska sfera S"! v IR" s potmi povezan prostor.

Pokazite, da je vsaka konveksna mnoZica v R" povezana s
potmi.

Naj bo A, t € T, taka druzina s potmi povezanih mnozic v
prostoru E, da je NtA; # 0. Dokazite, da je unija UrA; s potmi
povezan prostor.

Najbo f:[0,1] - X potodadobin g:[0,1] — X potod b doc.
Dokazite, daje f - g:[0,1] — X, definirana s predpisom

@y,  cetel0,1/2),

(f-9x) = { g(2t—1), ¢ete[1/2,1],

potvXodadoc.

Dokazite takle izrek o negibni tocki: za vsako zvezno pre-
slikavo f:[0,1] — [0, 1] obstaja taka tocka x, € [0,1], da je
f (x0) = xop.

(Namig: Za funkcijo g(x) = x — f(x) uporabite izrek o vmesni
vrednosti 1.6.3.)

Dokazite naslednji izrek: za vsako zvezno preslikavo f: 5" —
R obstaja par antipodnih tock {x,-x} € S§* c R, ki se s
preslikavo f preslikata v isto to¢ko. (To je posebni primer
Borsuk-Ulamovega izreka, ki trdi, da poljubna zvezna presli-
kava f:S" — R™ preslika vsaj en par antipodnih tock v isto
tocko.)
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Slika 1.8. Obstoj negibne tocke
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12.

13.
14.
15.

(Namig: Definirajte preslikavo g:B" — §", Kkjer je B" enotska
krogla v R", s predpisom
(1, ..., x0) — (X1,..., %0, \/1 - (2 +--x7)
in preslikavo h: B" — R s predpisom
W) = f(g(0)) - f(-g(),  veB".

Poglejte, kaksna zveza velja med h(1,0,...,0) in h(-1,0,...,0)
in uporabite izrek o vmesni vrednosti.)

Pokazite, da R ni homeomorfen nobenemu evklidskemu pro-
storu R" za n > 1. (Namig: Recimo, da imamo tak homeo-
morfizem. Tedaj dobimo tudi homeomorfizem med R \ {x} in
R"\ {y}, kjer je x € R in y € R". Da pridete do protislovja,
pokazite, da R\ {x} ni povezan, R" \ {y} pa je povezan s potmi.)

Razvrstite cifre od 0 do 9 v homeomorfnostne razrede.
Razvrstite ¢rke slovenske abecede v homeomorfnostne razrede.

Dokazite, da je topoloski prostor, ki je povezan in lokalno s
potmi povezan (tj. vsaka tocka ima bazo okolic, ki je s potmi
povezana), tudi (globalno) s potmi povezan.

1.7 Kompaktnost

Kompaktnost je lastnost topoloskih prostorov, ki je v nekem smislu
analogna lastnosti kon¢nosti v teoriji mnozZic.

DEeriNIcE. DruZini mnozic U = {U;; t € J} v topoloskem prostoru E
re¢emo pokritje, e je njena unija cel prostor:

E:Uut.



1.7 Kompaktnost 37

Pokritju, ki ga sestavljajo odprte mnoZice, re¢emo odprto pokri-
tje; pokritju, ki ga sestavljajo zaprte mnoZice, recemo zaprto pokritje;
pokritju, ki ga sestavlja kon¢no mnogo mnozic, re¢emo koncno po-
kritje; ¢e je pokritje tako, da ima vsaka tocka prostora neko okolico,
ki seka le kon¢no mnogo ¢lanov pokritja, mu re¢emo lokalno koncno
pokritje.

Pokritju B, ki ga sestavlja poddruZina pokritja U, re¢emo pod-
pokritje pokritja U.

PRIMERI.

1. DruZina intervalov (m,n), m,n € Z, n > m, je odprto pokritje
prostora R.

2. Druzina vseh evklidskih metri¢nih krogel K(0, m) s srediS¢em
0 in polmeri m € N, tvori odprto pokritje prostora R".

3. Zapoljubni topoloski prostor E je druZina {0, E} odprto pokritje
prostora E.

4. Odprto pokritje B = {(p,q); p,q € Q} prostora R je podpokritje
odprtega pokritja U = {(a,b);a,b € R} za R.

&

DEeriNicija. Topoloski prostor je kompakten, ¢e ima vsako njegovo
odprto pokritje kaksno konéno podpokritje.

PRIMERI.

1. Diskretni prostor je kompakten natanko tedaj, ko je koncen,
tj. ko ga sestavlja kon¢no Stevilo tock.
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2. Realna os ni kompakten prostor. DruZina intervalov (-, n) je
namrec odprto pokritje za R, ki pa nima kon¢nega podpokritja.
Podobno pokazemo, da tudi R ni kompakten prostor.

<&

Trorrev 1.7.1. Vsak zaprt in omejen interval [a, b] je kompakten.

Dokaz. Najbo U = {U;; t € J} poljubno odprto pokritje intervala [a, b].
Naj bo C mnozica

C={xeR; x<bin [, x] se da pokriti s konéno mnogimi U,}.

Ta mnozica je navzgor omejena in ni prazna, sajjea € C. Zato obstaja
njen supremum, imenujmo ga c. Ce nam uspe pokazati, daje c = b,
s tem dokaZemo, da je [a, b] kompakten prostor.

Recimo, da ¢ # b. V tem primeru izberimo poljubno tako
mnozico U; € U, ki vsebuje tocko c.

Recimo, da je c = g, tedaj iz odprtosti mnozice U; sledi, da je
nek interval [a,a + ¢), ¢ > 0, vsebovan v U in se tudi [a,a + ¢/2]
da pokriti s kon¢no (celo kar z enim!) elementom iz U. To je v
protislovju s predpostavko c = a.

Naj bo zdaja < ¢ < b. Ker je U; odprta mnoZica obstaja neki
interval

(c—¢e,c+e)cUs.

Tedaj paje tudic+¢/2 tako Stevilo v [a, b], da se da interval [a, c+¢/2]
pokriti s konéno mnogimi elementi iz U. To pa je v protislovju z
definicijo Stevila c. Torejje c = b.
Pokazali smo, da ima vsako odprto pokritje intervala [a, b]
konéno podpokritje in je tako [a, b] kompakten prostor.
O

Nasploh ni lahko dolo¢iti ali je dani topoloski prostor kom-
pakten ali ne. Pokazali bomo, kako iz danih kompaktnih prostorov
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konstruiramo nove kompaktne prostore, potem pa bomo za neka-
tere posebne prostore dokazali, da so kompaktni. Najprej pa pove-
zimo pojma kompaktnega prostora in kompaktne mnoZice v nekem
topoloskem prostoru.

DEFINICIJE. Za podmnoZico Y topoloskega prostora (X, ) recemo,
da je kompaktna, &e je podprostor (Y, ty) kompakten.

Za druzino odprtih mnozic v X, katerih unija vsebuje podmno-
zico Y v X, re¢emo, da pokrije podmnozico Y ali da je odprto pokritje
podmnozice Y.

TroITEV 1.7.2. Naj bo Y podmnoZica v topoloskem prostoru X. Tedaj je
Y kompaktna mnoZica natanko tedaj, ko vsako odprto pokritje podmnoZice
Y vsebuje tako koncno poddruZino, ki pokrije Y.

Dokaz. Najbo Y kompaktnamnoZica, U = {U; C X; j € ]} papoljubno
odprto pokritje mnoZice Y. Tedaj je druzina

{uny;je]jj

odprto pokritje prostora (Y, Ty). Ker je (Y, 7y) kompakten prostor, Ze
kon¢no stevilo takih mnoZic

u,ny,...,u,ny

pokrije Y. Tedaj je {U}, ..., U, } taka poddruzina v U, ki pokrije Y.

Za dokaz obratne trditve privzemimo, da vsako odprto po-
kritje podmnozice Y vsebuje tako konéno poddruzino, ki pokrije Y
in dokazimo, da je Y kompaktna mnozica. Najbo V = {Vj;k € K}
poljubno odprto pokritje prostora (Y, ty). Za vsak k € K izberimo
neko tako odprto mnozico Uy, da velja

Vi=UrNY;
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taka mnozica obstaja, ker je (Y, 7y) topoloski podprostor prostora
X. Druzina U = {U; k € K} je odprto pokritje podmnoZice Y. Po
predpostavki vsebuje kon¢no poddruzino {U,, ..., U}, ki pokrije
Y. Tedaj paje tudi {Vy,, ..., Vi, } kon¢no podpokritje pokritja V.

|

Torej je vsak interval [g, b] kompaktna mnoZica v R, iz analize
vemo Se ve¢: v R" je kompaktna natanko vsaka zaprta in omejena
mnozica (Heine-Borel-Lebesguov izrek). To bomo tudi dokazali v
naslednjem poglavju, ki ga bomo v celoti posvetili kompaktnim
prostorom (in mnoZicam).

Tro1TEV 1.7.3. Vsaka zaprta mnoZica v kompaktnem prostoru je kompak-
tna.

Dokaz. Naj bo Y zaprta mnoZica v kompaktnem prostoru X in naj
bo U odprto pokritje mnoZice Y. Iz pokritja U za Y naredimo odprto
pokritje V prostora X tako, da k U dodamo Se odprto mnoZico X \
Y. Ker je X kompakten prostor, obstaja neko kon¢no podpokritje
pokritja V. To pa pomeni, da tudi Ze kon¢no mnogo elementov iz U
pokrije Y.

a

Izrek 1.7.4. Vsaka kompaktna mnoZica v Hausdorffovem prostoru je za-
prta.

Dokaz. Naj bo Y kompaktna mnoZzica v Hausdorffovem prostoru X.
Pokazali bomo, da je X \ Y odprta mnozica. To bomo naredili tako,
da bomo pokazali, da ima vsaka toc¢ka xy € X'\ Y okolico, ki ne seka
Y.

Ker je prostor X Hausdorffov, za poljubno to¢ko y € Y obstajata
taka odprta okolica U, tocke y in taka odprta okolica V', tocke x, da
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velja
unv,=0.
(Pozor! Tu smo dali okolici tocke x, indeks y zato, ker je ta okolica v
splosnem odvisna od tocke y, ¢eprav ni okolica tocke y ampak xo.)
Vse te odprte okolice U, vseh tock y € Y tvorijo odprto po-
kritje podmnozice Y. Ker je Y kompaktna mnoZica, Ze neka kon¢na

poddruzina
Uy, ..., Uy}

od {U,; y € Y} pokrije Y. Tedaj pa je presek

VyN...nVy,
okolica tocke xp € X \ Y, ki ne seka Y. Ker smo to pokazali za
poljubno tocko xy € X'\ Y, to pomeni, daje X \ Y odprta mnoZica in

je zato Y zaprta mnozica.
O

Naslednja trditev je pravzaprav posledica zgornjega dokaza
(tj. tam smo jo Ze dokazali) in ne izreka.

Posiepica 1.7.5. Ceje Y kompaktna mnoZica v Hausdorffovem prostoru
X injex € X\ Y, obstajata taki odprti mnoZici U in V v X, da je

YcU, xeV, unvs=_0.
Dokazimo tale pomemben izrek.
IzrEx 1.7.6. Zvezna slika kompaktnega prostora je kompaktna.

Dokaz. Najbo f: X — Y zvezna preslikava in X kompakten prostor.
Trdimo, da je tedaj tudi f(X) C Y kompaktna mnoZica v Y.
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X

Slika 1.9. Kompaktna mnozica v Hausdorffovem prostoru je zaprta
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Za vsako odprto pokritje {G,; A € A} slike f(X) sestavljajo pra-
slike f71(G,) odprto pokritje prostora X. Ker je X kompakten, ga
pokrije Ze kon¢no mnogo takih odprtih mnoZic.

X=f1Gr) UG U---U f(Gyy)

Tedaj pa je tudi
f(X) = G/\l UG)\ZU"'UG/\k

in ker to velja za poljubno odprto pokritie mnozice f(X), je le-ta
kompaktna.
(]

PosLepica 1.7.7. Vsaka krivulja r(t), t € [a, ], je kompaktna. Poseben
primer: kroznica S* je kompakina.

Naslednji izrek se zelo pogosto uporablja pri dokazovanju ho-
meomorfnosti.

Izrex 1.7.8. Naj bo f:X — Y bijektivna zvezna preslikava. Ce je X
kompakten, Y pa Hausdorffov prostor, je f homeomorfizem.

Dokaz. Zveznost inverzne funkcije f~! bomo dokazali tako, da bomo
pokazali, da je za poljubno zaprto mnozico F C X praslika (f~)~(F)
zaprtav Y.
Ker je F zaprta mnozica v X in ker je X kompakten, je tudi
F kompaktna mnozica. Ker sta f in j"‘1 bijekciji, je praslika od F
glede na funkcijo f71, tj. (f')"!(F) enaka f(F), ki je po trditvi 1.7.6
kompaktna in zato po trditvi 1.7.4 zaprta.
|
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VAJE.
1. Pokazite, da je kompaktnost topoloska lastnost.

2. Pokazite, da odprti interval (0, 1) ni kompakten topoloski pro-
stor.

3. Dokazite, da je vsaka kon¢na mnoZica v poljubnem topolo-
Skem prostoru kompaktna.

4. Dokazite, da je unija kon¢no mnogih kompaktnih mnoZic v
poljubnem topoloSkem prostoru kompaktna.

5. Dokazite, da je v poljubnem topoloskem prostoru presek kom-
paktne in zaprte mnoZice kompaktna mnoZzica.

6. Dokazite, da je v kompaktnem Hausdorffovem prostoru mno-
zica kompaktna natanko tedaj, ko je zaprta.

7. Ali obstaja zvezna surjektivna preslikava iz intervala [0, 1] na
R?

1.8 Separabilnost

Derinicrja. Ce za mnoZico A v topoloskem prostoru E velja
A=E.

re¢emo, da je A gosta v E.

PrRIMER. Preprost (a pomemben) primer je mnoZica ulomkov Q, ki

je gosta v mnoZici realnih stevil R z obicajno topologijo.
&
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DEeriNicija.  Kompaktnemu topoloskemu prostoru (Y, o) reCemo
kompaktifikacija topoloskega prostora (X, 1), ¢eje (X, ) homeomorfen
kaksni gosti podmnozici v Y (glede na inducirano topologijo).

PRIMERI.

1. Kroznica S' je kompaktifikacija realne osi R z eno tocko: stereo-
grafska projekcija je namre¢ homeomorfizem med kroZnico
brez ene tocke (severnega pola) in R.

2. Stereografska projekcija v poljubni dimenziji  je homeomor-
tizem med S" brez »severnega pola« in evklidskim prostorom
R"; torej je sfera S" kompaktifikacija (z eno tocko) evklidskega
prostora R".

3. Interval [0,1] je kompaktifikacija prostora R (z dvema toc-
kama), saj je njegova notranjost (0, 1) homeomorfna R.
<&

DEFINICIJA. Za topoloski prostor re¢emo, da je separabilen, ¢e v njem
obstaja kaksna Stevna gosta podmnoZica.

PRIMERI.

1. Rjeseparabilen prostor, sajje Q, kije v njem gosta podmnoZica,
Stevna.

2. Podobno je tudi R X R separabilen prostor, saj je tudi Q X Q
gosta Stevna mnozica v R X R.
&

Izrex 1.8.1. Vsak kompakten metricni prostor je separabilen.
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Dokaz. Naj bo X kompakten metri¢ni prostor. Poiskati moramo
Stevno gosto mnozico v X.
Naredimo odprto pokritje

U; = {K(x,1);x € X}

prostora X, kjer K(x, 1) pomeni metri¢no kroglo z radijem 1 in sredi-
S¢em x. Ker je X kompakten, obstaja konéno podpokritje pokritja U.
To pa pomeni, da obstaja kon¢na mnozica

D, = {x%,...,xi(l)}

takih tock , da krogle z radijem 1 in sredis¢i v teh tockah pokrijejo
ves prostor X.
V naslednjem koraku naredimo odprto pokritje

Uy = (K(x,1/2);x € X)

prostora X, kjer K(x,1/2) pomeni metri¢no kroglo z radijem 1/2 in
srediS¢em x. Zaradi kompaktnosti, podobno kot zgoraj, obstaja taka
kon¢na mnoZica

D, = {x3,. ..,xi(z)}

tock, da krogle z radijem 1/2 in sredis¢i v teh tockah pokrijejo ves X.

V naslednjem koraku podobno kot zgoraj pois¢emo konc¢no
mnoZico Dj tock, da krogle z radijem 1/3 in sredis¢i v teh tockah
pokrijejo X. S takimi koraki nadaljujemo po vseh radijih 1/n, n € N.
Na ta nacin pridemo do Stevno neskon¢nega Stevila kon¢nih mnozic
D, = {x},.. .,xZ(n)} tock iz X. Zato je unija

D= UDn
neN

teh mnoZic stevno neskon¢na mnozZica.
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PokaZzimo, da je D gosta v X. Naj bo x € X poljubna toc¢ka v

X in U neka njena okolica. Tedaj U vsebuje neko kroglo K(x,1/m)

s srediS¢em v x in radijem 1/m. Po konstrukciji mnoZic D; mora

biti v krogli K(x, 1/m) vsaj ena tocka iz D,,, saj krogle z radiji 1/m in
sredisci v tockah iz D,, pokrijejo ves X.

a

Za vsak slucaj Se povejmo, da obrat tega izreka ne velja; sepa-
rabilni metri¢ni prostor ni nujno kompakten, tak primer je R.

VAJE.

1. Dokazite, daje mnozica vseh tistih ulomkov na intervalu [0, 1],
katerih imenovalci so potence Stevila 2, gosta podmnoZica
[0,1].

2. Dokazite, da je topoloski prostor, ki vsebuje gosto povezano
mnozico, povezan.

3. Dokazite, da je kompaktifikacija povezanega prostora spet po-
vezan prostor.

1.9 Aksiomi separacije

Med topoloskimi prostori so nekateri posebejbogati z odprtimi mno-
zicami, tako da lahko tudi okolice razli¢nih toc¢k dobro razlo¢imo.
En tak primer smo Ze omenili, taki so Hausdorffovi prostori, v ka-
terih imata vsaki dve razli¢ni tocki tudi disjunktni okolici. Poleg
tega smo v trditvi 1.7.5 dokazali, da lahko z odprtima okolicama
lo¢imo kompaktno mnoZico od tocke v njenem komplementu. Je pa
Se nekaj tovrstnih lastnosti, ki jih imajo na primer vsi metri¢ni pro-
stori. V temle razdelku omenimo nekatere take razrede topoloskih
prostorov.
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Slika 1.10. Separabilnost kompaktnega metri¢nega prostora
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DEerINICIJE. MnoZici U topoloskega prostora pravimo okolica mno-
zice K v topoloskem prostoru X, ¢e v X obstaja taka odprta mnozica
V, da velja

Kcvclu.

Za Hausdorffov topoloski prostor X recemo, da je regularen,
¢e za poljubno zaprto mnoZico K v X in poljubno to¢ko x € X \ K
obstajata taki okolici Uk in U,, da velja

UKﬂsz(Z).

Za Hausdorffov topoloski prostor X re¢emo, da je normalen,
¢e za poljubni zaprti mnozici K; in K, ki se ne sekata, obstajata
disjunktni okolici.

Oglejmo si zelo pomemben izrek, ki se mu ponavadi rece
Urysohnova lema. Mi ga bomo dokazali le za metri¢ne prostore.

Izrek 1.9.1. Naj bo X normalen Hausdorffov prostor in naj bosta A in B
disjunktni zaprti mnoZici v X. Tedaj obstaja taka zvezna funkcija

f:X—10,1],
da velja f(x) = 0 za vsak x € Ain f(x) = 1 za vsak x € B.

Dokaz. Dokaz tega izreka je za poljuben normalen prostor zelo za-
pleten, za metri¢ni prostor pa nasprotno zelo enostaven. Z metriko
lahko napiSemo Zeleno funkcijo kar eksplicitno

__ dx4)
O = A +dx )
Ker sta A in B zaprti in disjunktni in ker je metrika zvezna funkcija

obeh spremenljivk (gl. vajo v razdelku 1.10), je funkcija f dobro
definirana in zvezna.

O
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Le omenimo, da velja e ve¢: za Hausdorffove prostore je obstoj
take funkcije za poljuben par disjunktnih zaprtih mnozic ekvivalen-
ten normalnosti.

VAJE.

1. Dokazite, da sta regularnost in normalnost topoloski lastnosti.

2. Dokazite, da je vsak metri¢ni prostor regularen in normalen
Hausdorffov prostor.

3. Dokazite, da je regularnost dedna lastnost.

4. Dokazite, da je zaprt podprostor normalnega topoloskega pro-
stora normalen.

5. Naj bo X normalen Hausdorffov prostor, ki ima vsaj dve tocki.
Dokazite, da obstaja zvezna nekonstantna funkcija X — [0, 1].

1.10 Produktna topologija

V tem razdelku si bomo ogledali standardno topologijo na kartezic¢-
nem produktu dveh topoloskih prostorov.

DEerINIcA. Naj bosta (X, 7) in (Y, 0) topoloska prostora. Produktna
topologija na X X Y je topologija, katere baza je druzina

{UxV;Uert,Veao}.

PriMER. Produktna topologija na ravnini R*? = R X R ima za bazo
odprte pravokotnike (a,b) X (c,d) in je obic¢ajna topologija ravnine.
Ker v vsak odprt pravokotnik lahko v¢rtamo odprt krog in obratno,
nam trditev 1.2.2 pove, da inducirata druzina odprtih pravokotnikov
in druZina odprtih krogov v R? isto topologijo.

<&
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Izrek 1.10.1. Produktna topologija je taka najsibkejsa topologija, da sta
projekciji

x: XXY — X, Ty: X XY —Y
zvezni preslikavi.

Dokaz. Pokazimo najprej, da sta projekciji zvezni. Ker je Y odprta
mnozica v Y, je za vsako odprto mnozico U v X

iy (U)=UxXY

odprta mnozica v X X Y. Torej je mx zvezna preslikava. Podobno
dokaZemo, da je tudi ty zvezna.

Ocitno je za zveznost projekcij mx in 7y potrebno, da so vse
mnozice oblike 3 (U) za U € Tin ;' (V) za V € g odprte v X x Y.
Presek takih mnoZic pa je

i U) N (V)=UxXV.
To pa pomeni, da nobena topologija, ki bi bila S§ibkejsa od produktne,
ne bi dala zveznih projekcij.
O

V zgornjem dokazu smo dokazali tudi naslednjo trditev.

PosLepica 1.10.2. V produktni topologiji v X X Y tvorijo bazo topologije
konéni preseki mnoZic oblike

Uxy ali XxV,
kjer je U poljubna odprta mnoZica v X in V poljubna odprta mnoZicav'Y.

TrorTev 1.10.3. Naj bosta X in Y topoloska prostora in X X Y njun
produkt. Za vsak b € Y je funkcija

ip: X — XXY, x> (x,b)

zvezna in je homeomorfizem na svojo sliko.
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Dokaz. Najprej dokaZimo zveznost. Naj bo U X V bazi¢na odprta
mnozicav X X Y. Ce b ¢ V, je i,-praslika od U X V prazna; e pa je
beV,je

PlUxV)=U.

Oglejmo si preslikavo
ip: X — X x {b}.

Ocitno je to bijekcija, je zvezna in tudi odprta preslikava. To pa
pomeni, da je homeomorfizem.
O

Izrek 1.10.4. Produkt X XY dveh topoloskih prostorov je povezan natanko
tedaj, ko sta povezana oba faktorja X in'Y.

Dokaz. Recimo, da je produkt X X Y povezan. Ker sta projekciji
zvezni, sta tedaj tudi X in Y povezana.

Naj bosta X in Y povezana topoloska prostora in najbo a € X
in b € Y. Tedaj sta tudi X x {b} (ki je homeomorfen X) in {a} X Y (ki je
homeomorfen Y) povezani mnoZici. Vsaka unija

Ky = ({a} x Y) U (X x {y})

je unija dveh povezanih mnoZic, ki imata skupno tocko (a, y), in je
zato po izreku 1.6.5 povezana mnozica. Iz podobnega razloga je

povezana tudi unija
xxy=|JK,,
y

saj velja (a,b) € K, zavsak y € Y.
O

Izrex 1.10.5. Ce sta topoloska prostora X in Y Hausdorffova, je tudi njun
produkt X X Y Hausdorffov prostor.
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Slika 1.11. Produkt povezanih prostorov je povezan
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Dokaz. Vzemimo dve razli¢ni tocki A = (x1,1y1) in B = (x,142) Vv
X xY. Ker sta tocki A in B razli¢ni, imata vsaj eno koordinato
razlicno. Recimo, da velja y; # y,. Tedaj lahko izberemo disjunktni
okolici V1 za y; in V; za y. Najbo mty: XX Y — Y projekcija produkta
na drugi faktor, tedaj sta 7;*(V4) in 7;!(V5) disjunktni okolici za A
in B.

O

Izrek 1.10.6. Produkt dveh kompaktnih prostorov je kompakten prostor.

Dokaz. Naj bo {G,},ea poljubno odprto pokritje produkta X X Y.

Naj bo xy € X. Ker je {xo} X Y = Y, ki je kompakten prostor, Ze
kon¢no mnogo mnozic G,,, ..., G,, pokrije {xo} X Y. Za projekcijo
nix: X X Y — X zlahka dokaZemo (vaja!), da je odprta preslikava,
zato je poljubna mnozica 1x(G,) odprta mnoZica v X. Zato so prej
omenjene mnozice 1tx(Gy,), ..., tx(G,,,) odprte okolice tocke x; in je
zato tudi njihov presek

on = ﬁ T(X(G/\i)

i=1

odprta okolica za xp. Po konstrukciji prasliko 73'(V,,) pokrijejo
odprte mnozice G,,,...,G,,.
Na podoben nacin naredimo okolico V, za vsako toc¢ko x € X.
Tako dobimo odprto pokritje {V,}.ex za X in ker je tudi X kompakten
prostor, Ze konéno mnogo ¢lanov, recimo V,, ..., V,,, pokrije X. Ker
vsako prasliko 73!(V,) pokrije Ze kon¢no mnogo ¢lanov pokritja
{G.}, in Ze kon¢no mnogo takih praslik pokrije XX Y, dobimo konéno
podpokritje pokritja {Ga}ren.
O

Za konec tega razdelka pripomnimo, da vsi zgornji izreki o las-
tnostih produkta dveh prostorov po indukciji veljajo tudi za konéne
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Y {X()} XY

G

X

Slika 1.12. Produkt dveh kompaktnih prostorov je kompakten prostor
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produkte: produkt konénega Stevila prostorov je povezan natanko
takrat, ko so vsi ti prostori povezani; produkt konéno mnogo Haus-
dorffovih prostorov je Hausdorffov; produkt kon¢nega stevila kom-
paktnih prostorov je kompakten.

Za kompaktnost velja celo ve¢: poljuben produkt topoloskih
prostorov je kompakten natanko tedaj, ko so vsi faktorji kompaktni.
Da bomo sploh razumeli to trditev, pa moramo povedati, kaj je pro-
duktna topologija v neskon¢nem kartezi¢nem produktu [[,¢; X; to-
poloskih prostorov X;. Ce je B; baza topologije v X;, je baza produk-
tne topologije druzina mnozic oblike [],; B;, kjer je kon¢no mnogo
mnozic B; poljubnih elementov B; € B;, za vse ostale pa velja B; = X;.

VAJE.

1. Dokazite, da je definicija produktne topologije dobra, torej da
je v definiciji produktne topologije omenjena druZina res baza
topologijena X X Y.

2. Dokazite, da je sta projekciji nx: X XY — X, (x,y) = x in
ny: X XY =Y, (x,y) = y odprti preslikavi.

3. Naj bo produkt X X Y topoloskih prostorov X in Y kompakten
prostor. DokaZzite, da sta tedaj tudi X in Y kompaktna prostora.

4. Naj bo produkt X X Y topoloskih prostorov X in Y Hausdorf-
fov prostor. DokaZite, da sta tedaj tudi X in Y Hausdorffova
prostora.

5. Dokazite, da je metrika zvezna preslikava (kot funkcija dveh
spremenljivk).

6. Naj bo {A,} baza topologije v X in {Bg} baza topologije v Y.
Dokazite, da je tedaj {A, X Bg} baza topologije produkta X X Y.
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7. Imejmo funkcijo

[iX—YxZ,  f(x)=(A) f(x).

Dokazite, da je f zvezna natanko tedaj, ko sta zvezni funkciji

f1 in fz.

8. DokaZite, da je diagonala D = {(x,x);x € X} C X X X homeo-
morfna prostoru X.

9. Najbo f: X — Y zvezna preslikava. DokaZite, da je graf
Ir={(x, f(x) € XxY}

homeomorfen prostoru X.

1.11 Kvocientna topologija

Naj bo (X, 1) topoloski prostor in naj bo v mnoZici X definirana ek-
vivalen¢na relacija ~, ki razdeli mnoZico X na ekvivalen¢ne razrede;
mnozico tako dobljenih ekvivalen¢nih razredov oznac¢imo z X/~. V
tem razdelku bomo obravnavali topologijo na X/~, ki jo na naravni
nacin inducira topologija 7 na X. Tako dobljeni topologiji na kvoci-
entni mnoZici X/~ re¢emo kvocientna ali identifikacijska topologija.

Ta lastnost topologije, da naravno inducira kvocientno topolo-
gijo na kvocientni mnoZici, topologijo bistveno lo¢i od metrike, me-
trika na X namre¢ ne inducira nobene naravne metrike na X/~, niti v
primeru, ko je tudi X/~ metrizabilen prostor (tj. dopusca kaksno me-
triko). Intuitivno lahko to spoznamo na primeru 2-dimenzionalne
sfere ali torusa.

Ce imamo krog iz elasti¢ne snovi in skupaj zlepimo (v eno
tocko) ves njegov rob, dobimo nekaj, kar je topolosko 2-sfera, nima
pa kaksne fiksne geometrijske strukture, saj samo s tem, da smo
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skupaj zlepili nekatere tocke, nismo predpisali nobene razdalje med
tockami novo nastalega zlepka (stara razdalja pa ni ve¢ dobra: tocki
v krogu, ki sta dale¢ narazen, pa blizu roba, prideta v zlepku blizu
skupaj).

Podobno velja za torus, ki ga dobimo iz pravokotnika tako, da
vsako to¢ko na robu pravokotnika zlepimo z nasproti leZeco tocko
na nasprotni stranici pravokotnika. To je tudi eden od razlogov za
obravnavo topoloskih prostorov, ¢eprav nas morda zanimajo le lepi
metrizabilni prostori (na primer podprostori v R").

DEeriNicijA. Naj bo (X, 7) topoloski prostor, ~ ekvivalen¢na relacija
v mnozici X in p: X — X/~,x — [x] kvocientna projekcija. MnoZice
U c X/~, za katere velja p~'(U) € 7, sestavljajo topologijo ¢ na X/~,
ki ji re¢emo kvocientna ali identifikacijska topologija; topoloskemu
prostoru (X/~, 0) pa re¢emo kvocientni ali identifikacijski prostor.

Z drugimi besedami bi lahko rekli, daje v kvocientni topologiji
v X/~ odprta vsaka taka mnoZica ekvivalen¢nih razredov, da je
njihova unija v X odprta mnozica. Pogosto je ekvivalencna relacija
~ v X dana s particijo ali razdelitvijo X v disjunktne podmnoZice —
razrede, ti so ekvivalenc¢ni razredi za relacijo ~: »pripadati istemu
razredu«.

Poglejmo si Se, kako spoznamo kvocientne (topoloske) pro-
store.

DerINIcijA. Najbo f: X — Y zvezna surjekcija. Ce je V C Y odprta
mnoZica natanko tedaj, ko je praslika f~!(V) odprta, re¢emo presli-
kavi f kvocientna ali identifikacijska preslikava, prostoru Y pa re¢emo
kvocientni ali identifikacijski prostor.

Na prvi pogled morda izgleda, da imamo dva razli¢na pojma
kvocientnega prostora, pa temu ni tako. Ni teZko pokazati (vaja!),
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danam preslikava f inducira ekvivalen¢no relacijo ~ v X, definirano
s predpisom: za poljubni tocki x1, x, € X velja

X1~ X © f(x1) = f(x2)

in da f inducira tak bomeomorﬁzem f X/~— Y, da dobimo komu-
tativni diagram (tj. f op = f)

X f Y

X/~

Opozorimo Se na eno stvar. Na prvi pogled izgleda definicija
kvocientne preslikave zelo podobna definiciji zvezne preslikave, a
gre za pomembno razliko. Za zveznost preslikave f: X — Y zah-
tevamo, da je praslika odprte mnoZice odprta, za kvocientnost pa
(poleg surjektivnosti) tudi to, da je vsaka mnoZica V C Y, katere
praslika f~1(V)je odprta v X, odprta.

Posebna primera kvocientnih preslikav so surjekcije, ki so od-
prte preslikave in surjekcije, ki so zaprte preslikave. Nikakor pa
ni res, da bi morala biti kvocientna preslikava bodisi odprta bodisi
zaprta preslikava.

DEerINICA. Naj bo f: X — Y neka surjektivna preslikava. Mnozici
M c X re¢emo nasicena ali saturirana (glede na preslikavo f), ¢e je
M = f1(f(M)). Mnozici f~!(y), za poljuben y € Y, pa re¢emo vlakno
preslikave f (nad y).

Z drugimi besedami bi lahko rekli, da je mnoZica M nasicena,
¢e je unija vlaken. S pojmom nasi¢ena mnoZica lahko razlozimo
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razliko med odprtimi (ali zaprtimi) surjekcijami in kvocientnimi
preslikavami takole: kvocientna preslikava preslika vse nasi¢ene
odprte mnozice v odprte (in podobno vse nasi¢ene zaprte mnoZice
v zaprte) ne pa kar vseh odprtih mnoZic, kar zahtevamo za odprte
preslikave (in podobno za zaprte). Kasneje si bomo ogledali tudi
kaksen konkreten primer kvocientne preslikave, ki ni niti odprta
niti zaprta.

PRIMERI.

1. Naj bo X X Y produkt topoloskih prostorov X in Y. Tedaj je
projekcija p: X X Y — X (in podobno projekcija X X Y — Y)
kvocientna projekcija. Taka projekcija je vedno odprta pre-
slikava, v sploSnem pa ni zaprta. Za protiprimer vzemimo
zaprto mnozico {(x,x7!) € R X R;x € R} v R?, ki se s projekcijo
preslika v R \ {0}, ki pa ni zaprta v R.

2. Najbo X = [0,1]U[2,3] c Rin Y = [0,2] c R. Preslikava
fX-=Y,

| x, x€]0,1]
f(x)_{x—l, xe[2,3]

je zvezna surjekcija in zaprta preslikava, torej je tudi kvocien-
tna preslikava. Ni pa odprta preslikava, saj se mnozica [0, 1],
kije odprta v X, ne preslika v odprto mnoZico v Y.

3. Naj bo D enotski krog v ravnini R X R. Kvocientni prostor
D/dD, ki ga dobimo, ¢e v D identificiramo rob JdD v eno tocko,
je homeomorfen 2-sferi S?. Naj bo preslikava p: D — S? C R®,
dana s predpisom

p(r, @) = (cos @ cos(rm — 1/2),sin p(rm — 1/2),sin(rnt — 1/2)),

kjer star in ¢ polarni koordinati v D. Preslikava p je kvocientna
preslikava, praslike vseh tock v sferi, razen »severnega pola«
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Slika 1.13. Torus je kvocient kvadrata

(60 = m/2), so kar posamezne tocke, le praslika severnega pola
je ravno rob dD kroga D. Torej velja D/dD = S

4. V ravnini R X R imamo produkt A = [0, 1] X [0,1] enotskih
intervalov. Naj bo T kvocientni prostor, ki ga inducira ekvi-
valen¢na relacija ~ v A, definirana takole: tocka (x,y) € A,
0<x<1,0<y<1,jevrelaciji ~ le sama s sabo; na robu A pa
velja (x,0) ~ (x,1)in (0,y) ~(1,y)za0 <x<1,0<y <1 To
ponazorimo s sliko 1.13.

Prostor T je torus, ali natan¢neje, T je homeomorfen podpro-
storu

T ={(x,y,2) € R’ ({22 +y2 —2)* + 2> = 1}.

v R? (in hkrati tudi homeomorfen produktu S! x S'). Homeo-
morfizem h: T — T inducira preslikava

A — T, fz(é, 1) = ((2—cos 0) cos &, (2—cos O) sin &, sin &),

kjer sta £ in 1 kartezi¢ni koordinati v A = [0, 1] X [0, 1].
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Slika 1.14. Mdobiusov trak je kvocient kvadrata

5. V pravokotniku X = [0,1]x[0,1] € RXR imejmo ekvivalen¢no
relacijo ~, definirano takole:

0,y) ~(1,1-y)zavsak y € [0,1],

(x,y) € (0,1) x [0,1] pa so v relaciji ~ le same s sabo. Tedaj
re¢emo kvocientnemu prostoru X/~ Mobiusov trak. Ta prostor
lahko vlozimo v R? (to pomeni, da obstaja podprostor v R?, ki
mu je homeomorfen) in ga kaZe slika 1.14.

6. V pravokotniku X = [0,1]x[0,1] € RXR imejmo ekvivalen¢no
relacijo ~, definirano takole:

O,v) ~(1,1-y)zavsak y € [0,1]
in
(x,0) ~(1—x,1)zavsak x € [0,1],

tocke (x,y) € (0,1) X (0,1) pa so v relaciji ~ le same s sabo.
Identifikacijo z relacijo ~ ponavadi ozna¢imo tako, kot kaZe
slika 1.15 na naslednji strani.

Tedaj recemo kvocientnemu prostoru X/~ projektivna ravnina.
Projektivne ravnine pa ne moremo vloZziti v R3.
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Slika 1.15. Projektivna ravnina je kvocient kvadrata

7. V pravokotniku X = [0,1] X [0, 1] € RxR imejmo ekvivalen¢no
relacijo ~, definirano takole: (0,y) ~ (1,1 — y) za poljuben
y € [0,1], (x,0) ~ (x,1) za poljuben x € [0,1], tocke (x,y) €
(0,1) x (0,1) pa so v relaciji ~ le same s sabo. Identifikacijo
z relacijo ~ ponavadi ozna¢imo tako, kot kaZe slika 1.16 na
naslednji strani.

Tedaj re¢emo kvocientnemu prostoru X/~ Kleinova steklenica.
Tudi Kleinove steklenice ne moremo vloziti v R>.

<&

O kvocientni topologiji in kvocientnih preslikavah bi se dalo
Se veliko povedati. Za konec le omenimo, da je kompozitum kvoci-
entnih preslikav vedno kvocientna preslikava (dokaz lahko naredite
za vajo), da pa produkt kvocientnih preslikav ni nujno kvocientna
preslikava; ¢e je prostor X Hausdorffov, Se nikakor ni re¢eno, da bi
moral biti poljubni kvocientni prostor X/ ~ Hausdorffov (gl. vajo
16 v razdelku 1.4), obstaja pa kriterij za relacije ~ v Hausdorffovih
prostorih, ki dajo kvocientom X/ ~ Hausdorffove topologije.
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Slika 1.16. Kleinova steklenica je kvocient kvadrata

VAJE.

1. Dokazite, daje druZzina o iz definicije kvocientne topologije res
topologija na X/~.

2. Dokazite, da kvocientna preslikava f: X — Y inducira ekviva-
len¢no relacijo ~ v X,

X1~ X2 © f(x1) = f(x2)

in da f inducira tak homeomorfizem f:X/~— Y, da velja
fr=F.

3. Dokazite, da je surjekcija f: X — Y kvocientna preslikava na-
tanko tedaj, ko za poljubno mnoZico V C Y velja ekvivalenca

Vije zaprta & f~(V)je zaprta.
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4. Dokazite, da je poljubni kvocientni prostor kompaktnega pro-
stora kompakten.

5. Dokazite, da je poljubni kvocientni prostor povezanega pro-
stora povezan.

6. Kaj je kvocientni prostor intervala [0, 1] za ekvivalen¢no rela-
cijo ~, v katerije 0 ~ 1 in x ~ x za vsak x € [0, 1]?

7. DokaZite, da so torus, Mobiusov trak, projektivna ravnina in
Kleinova steklenica Hausdorffovi topoloski prostori.

1.12 Metri¢na topologija

Se enkrat se ozrimo na metri¢ne prostore, s katerimi smo sicer uve-
dli definicijo topoloSkega prostora. Najprej ponovimo, kako nam
metrika doloca topologijo.

DEeriNicijA. Naj bo (M, d) metri¢ni prostor. Topologijo v M, katere
baza so odprte metri¢ne krogle, imenujemo metricna topologija ali
topologija inducirana z metriko d.

Iz trditve 1.2.1 sledi (gl. vajo 1 v razdelku 1.2) naslednja karak-
terizacija odprtih mnoZic v metri¢ni topologiji.

Trortev 1.12.1. V metricni topologiji je mnoZica U odprta natanko tedaj,
ko za vsako tocko x € U obstaja neka odprta krogla K(x, €), vsebovana v U.

Za vsak slucaj opozorimo na terminologijo, ki bi lahko koga
zavedla. Zaprta krogla v metri¢nem prostoru ni nujno zaprtje odprte
krogle z istim polmerom in sredis¢em.
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PriMER. Najbo M mnoZica z vec¢ kot eno tocko in d trivialna metrika

] 0, cejex =y,
d(x, y) = { 1, cejex # V.
v njej. Odprta krogla K(x,1) = {y € M;d(x, y) < 1} vsebuje le tocko
x, ki pa je v tej metri¢ni topologiji (ki je seveda diskretna topolo-
gija) hkrati odprta in zaprta mnoZica. Zaprta krogla K(x,1) = {y €
M;d(x,y) < 1} paje kar cel prostor M.
&

V prejs$njih razdelkih smo Ze omenili naslednjo trditev (gl. vajo
2 v razdelku 1.9).

TroITEV 1.12.2. Vsak metricni prostor je Hausdorffov, reqularen in nor-
malen prostor.

Ker smo Ze srecali topoloske prostore, ki niso normalni ali
pa niti niso Hausdorffovi, sklepamo, da niso vsi topoloski prostori
metri¢ni. Topologije, ki so inducirane z metriko, so posebej lepe.

DeriNicija. Naj bo (E, 7) topoloski prostor. Ce obstaja taka metrika
d na E, daje topologija 7 inducirana z metriko d, imenujemo prostor
E metrizabilen.

Nasploh je vprasanje, ¢e je dani topoloski prostor metrizabilen,
zelo zanimivo in nima lahkega odgovora. Mi se s tem ne bomo
ukvarjali, saj nas zanimajo predvsem tisti topoloski prostori, ki so
homeomorfni podprostorom v R". Ze iz analize pa vemo, da so vsi
evklidski prostori R"” metri¢ni. Ker metrika na neki mnozici inducira
metriko na vsaki njeni podmnoZici, so tedaj tudi vsi podprostori
evklidskih prostorov metri¢ni.
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Oglejmo si drugo vprasanje: ¢e mnozica M dopusca dve raz-
licni metriki d in r, kdaj inducirata isto topologijo v M (takima me-
trikama recemo ekvivalentni metriki)? Odgovor nam da naslednji
izrek, ki skoraj neposredno sledi iz izreka 1.2.2.

Izrex 1.12.3. Naj bosta na mnoZici M definirani metriki d in r, metrika
d naj inducira topologijo T, metrika r pa topologijo 0. Tedaj je topologija
o finejsa od topologije T natanko tedaj, ko za vsak x € M in vsak ¢ > 0
obstaja tak 6 > 0, da velja

K,(x,0) C Ky(x, €).

Dokaz. Naj bo o finejSa od 7 in naj bo x € M. Tedaj po trditvi 1.2.2
za odprto d-kroglo Ky(x, €) (ki je element baze topologije t) obstaja
neka odprta r-krogla K’ (za katero pa ni nujno, da bi imela sredisce
v x), da velja x € K] C Ky(x, ¢). Znotraj krogle K pa obstaja neka
odprta r-krogla K,(x, 6) in tako dobimo

x € Ki(x,0) C K] € Ky(x, €).

Naj velja zgornji pogoj za krogle in pokazimo, da je tedaj o
finejsa od 7. Ce imamo neko odprto d-kroglo, ki vsebuje x, lahko v
njej najdemo odprto d-kroglo K,(x, €), po predpostavki pa tedaj tudi
tako r-kroglo K,(x, 6), da velja

K,(x,0) C Ky(x, €).
Po trditvi 1.2.2, je tedaj topologija o (ki jo generirajo r-krogle) finejsa

od topologije 7 (ki jo generirajo d-krogle).
O

DokaZimo Se naslednji izrek, ki smo ga sicer Ze priporocili za
vajo v razdelku 1.4.
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Izrex 1.12.4. Naj bo f:(M,d) — (N, r) neka funkcija iz metricnega pro-
stora (M, d) v metricni prostor (N, r). Funkcija f je v tocki xo € M zvezna
(glede na topologijo, ki jo inducirata metriki d oziroma r) natanko tedaj, ko
za poljubno pozitivno realno Stevilo € > 0, obstaja tako pozitivno realno
stevilo 6 > 0, da velja

f(Ka(xo, 0)) € Ki(f(x0), €) -

Dokaz. Najbo funkcija f zvezna v tocki xy. Tedaj za poljubno okolico
V slike f(x,) obstaja taka okolica U tocke x,, da velja f(U) C V.

Po definiciji metri¢ne topologije obstaja neka krogla. Naj bo
¢ > 0, tedaj je tudi K,(f(xp), €) okolica tocke f(x¢) in zato obstaja neka
okolica U’, ki se preslika z f v K,(f(xo), ¢). Po definiciji metri¢ne
topologije obstaja taka krogla K;(xo, 0), 6 > 0, kilezi v U’. Torej velja

f(Ka(xo, 0)) € Ki(f(x0), €) -

Obratno, naj funkcija f zados¢a v izreku omenjenemu ¢ — 6
pogoju in pokazimo, da je f zvezna v xo. Naj bo V neka okolica
tocke f(xo). Tedaj obstaja krogla K,(f(xo), €), ¢ > 0, kileziv V. Za ta
¢ po predpostavki obstaja tak 6 > 0, da velja

f(Ka(xo,0)) € Ki(f(x0),€) €V,

ker je tudi K4(xo, 0) okolica tocke xj, smo pokazali, da je f zvezna v
tocki xp.
O

Omenimo, da se da prostor R" opremiti z vec razli¢nimi, zna-
nimi metrikami, ki porodijo v njem isto — evklidsko topologijo. Te
metrike so porojene z normami || - [[, na R" in to, da vse porodijo na
R" isto topologijo, bomo pokazali v poglavju 6.
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VAJE.
1.

Naj bo A # 0 podmnoZica v metricnem prostoru (M, d) in x
poljubna tocka v M. Tedaj je razdalja tocke x od mnoZice A

d(x,A) = inf{d(x,a); a € A}.

Dokazite, da je x € A natanko tedaj, ko je d(x,A) = 0. Odtod
izpeljite karakterizacijo zaprtih mnozic v metri¢cnem prostoru:
A je zaprta mnoZica, ¢e vsebuje vse tocke, katerih oddaljenost
od Aje 0.

. Dokazite, da je vsaka zaprta krogla v metri¢nem prostoru tudi

zaprta mnoZzica.

. Preverite ali je metrizabilnost topoloska lastnost.
. Dokazite, da je metrizabilnost hereditarna lastnost.

. Naj bo X metrizabilen topoloski prostor. DokaZite, da je tedaj

tudi X X X metrizabilen prostor.

. Naj bo (M, d) metri¢ni prostor. Definirajmo novi metriki r in ¢

na M s predpisoma

d(x, y)
1+dx,y)
Preverite, da sta r in p res metriki in ugotovite, ali inducirata na

M isto topologijo kot d. DokaZite tudi, da sta v obeh metrikah
rin g razdalji med poljubnima to¢kama prostora M najve¢ 1.

r(x, y) = min{1,d(x, v)}, o(x,y) =

Naj bosta d in r dve metriki na mnoZzici M in naj obstajata taki
pozitivni Stevili ¢ in k, da za poljubni tocki x,y € M veljata
neenakosti

d(x/y)sc'r(x/y)/ r(x/y)Sk'd(x/y)'

Dokazite, da sta metriki d in r inducirata isto topologijo na M.






Poglavje 2

Kompaktni metri¢ni prostori

Ze v prvem poglavju smo definirali kompaktnost prostorov in mno-
zic, zdaj pa si pobliZze oglejmo odli¢ne lastnosti, ki jih imajo kom-
paktni prostori, Se posebej kompaktni metri¢ni prostori.

2.1 Stekalisce

V tem razdelku bomo obravnavali §e eno zelo pomembno lastnost
kompaktnih mnoZic, namre¢ to, da ima v njih vsako zaporedje vsaj
eno stekalisce.

Se prej pa si poglejmo eno karakteristi¢no lastnost kompaktnih
mnoZic, katere posebni primer smo prianalizi a Ze srecali kot lastnost
vloZenih intervalov. Najprej pa potrebujemo Se eno definicijo.

DEerINICcIJA. Druzina § mnoZic ima lastnost koncnega preseka, Ce je za
vsako kon¢no poddruzino

{GllGZI--'/Gn} - 9
presek G; NG, N...N G, neprazen.

71
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PriMer. Ce je druzina G neskon¢na in ima lastnost kon¢nega pre-
seka, e ni nujno, da je tudi presek te druzine prazen. Oglejmo si
naslednji protiprimer. Najbo A, = R\ (n-1,n+1), kjerjen € Z. Ta
druZina ima lastnost kon¢nega preseka, saj so v preseku poljubne
kon¢ne poddruzine {A,,,...,A,,} vsa realna Stevila, ki so vsaj za 1
vedja od najvedéjega n;. Brez teZav pa vidimo, da ni prav nobenega
realnega Stevila, ki bi bil v preseku vse druzine {A,;n € Z}.

<&

Izrek 2.1.1. Topoloski prostor X je kompakten tedaj in le tedaj, ko ima v
njem vsaka druZina zaprtih mnoZic G, ki ima lastnost koncnega preseka,

neprazen presek, to je
(G =o0.

Dokaz. Naj bo X kompakten prostor in naj bo § druzina zaprtih
mnozic z lastnostjo kon¢nega preseka. DruZina komplementov O =
{O = X\ G;G € G} je druZina odprtih mnozic v X. Velja naslednja

ekvivalenca.
(16=0=|Jo=x

Geg 0e€0O

Torej: ¢e ima druZzina G prazen presek, je O odprto pokritje za X.
Ker je X kompakten, obstaja kon¢no podpokritje pokritja O. To pa
pomeni, da obstaja kon¢na poddruzina v § (namre¢ komplementi
¢lanov kon¢nega podpokritja), ki ima prazen presek, to pa je v na-
sprotju s predpostavko, da ima G lastnost kon¢nega preseka. Tako
smo pokazali, da presek druZine § ne more biti prazen.

Za dokaz obratne implikacije predpostavimo, da je X tak topo-
loski prostor, v katerem ima vsaka druZina zaprtih mnoZic z lastnos-
tjo kon¢nega preseka neprazen presek. Denimo, da X ni kompakten
in naj bo O tako odprto pokritje za X, ki nima kon¢nega podpokritja.
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Naj bo
G={G=0%0¢€0)

druzina komplementov. Ker je O pokritje, velja

(G=0.

Geg

Ker smo predpostavili, da O nima kon¢nega podpokritja, ima dru-
zina komplementov (kije druzina zaprtih mnozic) lastnost kon¢nega
preseka in je po nasi predpostavki

ﬂG;t(Z).

Do tega protislovja nasje pripeljala predpostavka, da odprto pokritje
O nima konénega podpokritja. Torej vsako odprto pokritje za X ima
konéno podpokritje in je zato X res kompakten prostor.

|

DEFINICIJE. Zaporedje (a,) v topoloSkem prostoru X je funkcija N —
X,n — a, € X. Zozitvi te preslikave na mnozico {m} C N re¢emo
tudi m-ti clen zaporedja (a,) in ga ponavadi ozna¢imo kar z istim
simbolom kot njegovo sliko, tj. z a,,.

Tocki x € X recemo stekalisCe zaporedja (a,), ¢e se z zaporedjem
(a,) v vsako okolico tocke x preslika neskonéno naravnih stevil. Ce
pa se v vsako okolico tocke x z (a,) preslikajo vsa naravna Stevila
razen kon¢no mnogih, re¢emo tocki x limita zaporedja (a,), za za-
poredje (a,) pa recemo, da je konvergentno in da konvergira k tocki
X.

PrRIMER. Pojem zaporedja realnih Stevil in pojma stekaliS¢a in limite
realnih Stevil poznamo Ze iz analize. Za vsak slucaj si razliko med
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pojmoma stekalis¢e in limita oglejmo kar na preprostem primeru
zaporedja realnih Stevil, danega s predpisom a, = (-1)". Brez tezav
preverimo, da sta tocki 1 in —1 stekalis¢i tega zaporedja, limite pa
seveda to zaporedje nima.

<&

Iz definicije stekalis¢a sledi, da je stekalis¢e v zaprtju {a,; n € N}
mnozice slik zaporedja (seveda pa ni nujno v mnozici {a,; n € N}).

PRIMER. Zaporedje a, = % ima limito 0, ki ni v mnozici {a,;n € N}, je
pa v njenem zaprtju.
O

Izrek 2.1.2. Vsako zaporedje v kompaktnem prostoru ima vsaj eno steka-
lisce.

Dokaz. Naj bo X kompakten prostor in (a,) zaporedje v njem. Nare-
dimo druzino J mnoZzic

F = {a; k> mj},
ki so zaprtja mnoZic slik zaporedij, ki jih dobimo iz (a,) tako, da
mu odrezemo prvih m ¢lanov. To je druZina zaprtih mnoZic, ki ima
lastnost kon¢nega preseka, saj je presek

FuyN...NFE,,

kar enak F;, kjer je s = max{my, ..., m;} in F, ni prazna mnozZica. Ker
je X kompakten prostor, je po izreku 2.1.1 presek

A:ﬂFn

neN
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neprazen. Vsaka toc¢ka x € A paje stekalis¢e zaporedja (a,), saj vsaka
okolica tocke x seka neskonéno mnozic {ay; k > m}.
d

DErINICIJA. Zaporedje (a,) je podzaporedje zaporedja (b,) natanko
tedaj, ko obstaja tako strogo narascajoce zaporedje (i,), da velja
ay = bik

za vsako naravno Stevilo i.

VAJE.

1. Dokazite, da ima zaporedje v Hausdorffovem prostoru kvec-
jemu eno limito.

2. Dokazite, da zvezna preslikava preslika konvergentno zapo-
redje v konvergentno zaporedje in limito prvega zaporedja v
limito drugega.

3. Dokazite, da je v metrizabilnem prostoru tocka x stekaliSce
zaporedja (a,) natanko tedaj, ko neko njegovo podzaporedje
konvergira k x.

4. Z uporabo izreka 2.1.2 pokazite, da Q N [0, 1] ni kompakten
topoloski prostor.

2.2 Lebesguova lema
Naslednji izrek je prvi odkril Henri Lebesgue.

Izrek 2.2.1. (LEBESGUOVA LEMA.) Naj bo X kompakten metricni prostor
in naj bo U poljubno odprto pokritje prostora X. Tedaj obstaja tako pozitivno
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realno Stevilo 6, ki mu recemo Lebesguovo Stevilo pokritja U, da za vsako
mnoZico A v X velja implikacija

diamA<d=dUeU:AcCU.

Dokaz. Pa recimo, da za neki kompaktni metri¢ni prostor X ta izrek
ne velja. Tedaj obstaja za X tako odprto pokritje U, da za vsak 6 > 0
obstaja mnoZica s premerom manj kot 6, ki ni vsebovana v nobenem
¢lanu U. Najbo za 6 = 1/n mnozZica A, C X taka, da diam A, < 1/n
in A, ni vsebovana v nobenem c¢lanu pokritja U. V vsaki mnoZici
A, izberimo neko tocko a, in pokaZimo, da zaporedje (a,) nima
nobenega stekalisca.

Recimo, da bi zaporedje (a,) imelo stekalis¢e a. Tocka a lezi v
nekem ¢lanu U pokritja U in ker je U odprta mnoZica, za neko kroglo
K(a,1/n) s srediS¢em v a velja

K(a,1/n) c U.
Naj bo m > 2n. Tedaj bi za vsak k > m veljalo
ar € K(a,1/m) = Ay C K(a,1/n) c U.

Predpostavka, da je a stekaliS¢e zaporedja (a,) nas je pripeljala do
protislovja z lastnostmi mnozic A,. Neobstoj Lebesguovega Stevila
za pokritje U torej implicira obstoj zaporedja v X, ki nima stekali-
S¢a. To pa je po trditvi 2.1.2 v nasprotju s predpostavko, da je X
kompakten.

a

Naslednja posledica pravzaprav ni posledica zgornjega izreka,
ampak je posledica zgornjega dokaza. V tem dokazu namrec ni-
smo potrebovali kompaktnosti, ampak je zados¢ala lastnost, da ima
vsako zaporedje konvergentno podzaporedje.
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PosLEDICA 2.2.2. V metrizabilnem prostoru ima vsako zaporedje konver-
gentno podzaporedje natanko tedaj, ko je ta prostor kompakten.

Dokaz. Najprej pokaZimo lazjo smer: naj bo X kompakten metri-
zabilen prostor in naj bo (a,) poljubno zaporedje v X; pokaZimo,
da ima to zaporedje konvergentno podzaporedje. Po trditvi 2.1.2
ima zaporedje (a,) stekaliS¢e a. Konstruirajmo podzaporedje (a;,), ki
konvergira k a. Izberimo si metriko d, ki inducira dano topologijo v
topoloskem prostoru X in naj bodo K, metri¢ne krogle s sredis¢em v
a in polmerom 1/n. Za a; izberemo poljubni element zaporedja (a,),
kije v Kj, naslednje elemente pa izbiramo takole: a; najbo poljuben
element v (a,) z indeksom i, > i;_q, ki je v Ki. Po konstrukciji je a
limita podzaporedja (a;,), k € N.

Se teZja smer: naj v X za vsako zaporedje obstaja konvergentno
podzaporedje.

V prvem koraku bomo pokazali, da za vsak ¢ > 0 obstaja
kon¢no mnogo krogel s polmerom ¢, ki pokrivajo X. Pa recimo, da
ni tako, torej obstaja nekin > 0, da se X ne da pokriti s kon¢no mnogo
krogel s polmerom 7). Izberimo poljubno to¢ko x; v X, izberimo neko
tocko x, v X'\ K(x1, 1), v i-tem koraku izberimo

xi € X\ (K(x1,m) UK(x2, ) U... UK(xi1,1)).

Na ta nacin lahko tocke izbiramo brez konca in kraja, saj po predpo-
stavki kon¢na unija 1) krogel nikoli ne pokrije vsega X. Tako dobimo
zaporedje, ki pa nima prav nobenega konvergentnega podzapo-
redja. To je v protislovju s predpostavko, da ima v X vsako zapo-
redje neko konvergentno podzaporedje. Torej res v nasem primeru
za vsak ¢ obstaja kon¢no pokritje za X, ki ga sestavljajo e-krogle.
Zdaj pokazimo, da je X kompakten. Naj bo U poljubno odprto
pokritje za X. Po dokazu 2.2.1 obstaja za U Lebesguovo Stevilo 6.
Po prvem koraku obstaja konéno mnogo krogel s polmerom 6/3,
ki pokrijejo X, premer vsake take krogle je 26/3 in zato vsaka lezi v
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nekem ¢lanu pokritja U. Za vsako od teh krogel torej lahko izberemo
en ¢lan pokritja U, v katerem leZi. Ker so Ze te krogle pokrile X, ga
seveda pokrije tudi tako izbrana podmnoZzica U.

O

2.3 Polnost

V tem razdelku si bomo ogledali Se eno pomembno posledico izreka
2.2.1. Ta pravi, da je vsak kompakten metri¢ni prostor poln. Poleg
tega si bomo zadali tudi obratno vprasanje: kdaj je poln metri¢ni
prostor kompakten.

Najprej ponovimo nekaj znanih pojmov iz analize.

DEerFINICIJA.  Zaporedju a,:N — M v metricnem prostoru (M, d)
re¢emo Cauchyjevo, ¢e za vsak ¢ > 0 obstaja tako naravno Stevilo
n., da za vsaka my, m, € N velja implikacija

my, My >n = d(ay,, ap,) < €.

DEFINICIJA. Za metri¢ni prostor re¢emo, da je poln, ¢e je v njem
vsako Cauchyjevo zaporedje konvergentno.

Izrek 2.3.1. Vsak kompakten metricni prostor je poln.

Dokaz. Naj bo (a,) poljubno Cauchyjevo zaporedje v kompaktnem
metri¢nem prostoru M. Po trditvi 2.1.2 ima to zaporedje vsaj eno
stekalis¢e w. Pokazimo, da je to tudi limita zaporedja (a,). Za vsak
¢ > 0 moramo najti tak N, € N, da bo veljala implikacija

n>N, = d(w,a,) < €. 2.1)

Ker je zaporedje (a,) Cauchyjevo, za ¢/2 najdemo n./, da za m;, m; €
N velja
my, My > Nepp = Ay, Am,) < €/2.



2.3 Polnost 79

Ker je w stekalis¢e zaporedja (a,), obstaja tak m > n,,, da velja
d(a,, w) < €/2. Najbo n > n,,. Tedaj dobimo

A, a,) < d(w,a,) + d(an,a,) < 5 +5 = ¢
Za dani ¢ > 0 smo torej nasli naravno Stevilo N, = n./,, da velja
implikacija (2.1) in tako smo pokazali, da je w res limita zaporedja
(a,). Ker to velja za poljubno Cauchyjevo zaporedje, smo pokazali,
da je M poln metri¢ni prostor.

|

Pripomniti pa moramo, da polnost ni topoloska lastnost, am-
pak je odvisna od metrike (ker je Cauchyjeva lastnost zaporedja od-
visna od metrike). Za prostor R vemo iz analize, da je poln prostor,
odprti interval (0, 1), ki mu je homeomorfen, pa ni poln (Cauchyjevo
zaporedje a, = 1/n v (0, 1), na primer, ne konvergira).

Kdaj pa je poln metri¢ni prostor kompakten? V nadaljevanju
tega razdelka bomo dokazali izrek, ki nam pove, da je poln metri¢ni
prostor kompakten natanko tedaj, ko ima naslednjo lastnost.

DEFINICIJA. Za metri¢ni prostor (M, d) re¢emo, da je totalno omejen,
¢e za vsak ¢ > 0 obstaja kon¢no pokritje za M, ki ga sestavljajo krogle
s polmerom e¢.

IzrEk 2.3.2. Metricni prostor (M,d) je kompakten natanko tedaj, ko je
poln in totalno omejen.

Dokaz. Najprej dokaZzimo »trivialno« smer: e je metri¢ni prostor
kompakten, je po trditvi 2.3.1 poln, totalno pa je omejen, ker ima za-
radi kompaktnosti pokritje vseh krogel s polmerom ¢ kon¢no pod-
pokritje.
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In zdaj Se netrivialna smer: najbo (M, d) poln in totalno omejen.
Pokazali bomo, da ima tedaj vsako zaporedje v njem neko konver-
gentno podzaporedje, odkoder po 2.2.2 sledi, daje (M, d) kompakten
prostor.

Naj bo (x,) zaporedje v (M, d). V njem bomo s popolno induk-
cijo konstruirali podzaporedje, ki je Cauchyjevo.

V prvem koraku izberimo prvi ¢len x; podzaporedja. Ker je
prostor totalno omejen, ga lahko pokrijemo s kon¢no mnogo kro-
glami s polmerom 1. Izmed teh krogel izberimo tako, ozna¢imo jo
z By, v kateri je neskon¢no mnogo elementov zaporedja (x,) in z J;
oznacimo tisto podmnoZico elementov v N, katerih ¢leni zaporedja
(x,) so v izbrani krogli. Prvi ¢len x; podzaporedja (x,).e, naj bo
poljubni element v B;.

V naslednjem koraku izberimo drugi ¢len x;, podzaporedja.
Prostor M pokrijmo s kon¢no mnogo kroglami s polmerom 1/2 in
izberimo tako, ozna¢imo jo z B, ki vsebuje neskon¢no ¢lenov pod-
zaporedja (X,)nej,- Z J» pa ozna¢imo podmnozico tistih indeksov v
J1, katerih ¢leni zaporedja (x,) so v B,. Po konstrukciji je tudi J,
neskon¢na podmnoZica naravnih Stevil. Za x;, izberemo poljubni
¢len zaporedja, ki leZi v B, in za katerega je i, > 1.

V k-tem koraku pokrijemo prostor s konéno mnogo kroglami
polmera 1/k, izberemo tako kroglo By, v kateri je neskon¢no mnogo
¢lenov podzaporedja (x,)nej,_,- Podmnozica tistih elementov v Ji_s,
katerih ¢leni zaporedja so v By, naj bo Ji, za x;, pa izberimo tak ¢len
zaporedja, ki lezi v By in za katerega je ik > ix—1.

Oglejmo si pravkar definirano podzaporedje (x;,);.¢j,. Zanj ve-
lja:

2
p,q>m= d(xip,xiq) < p—t

Za dano pozitivno Stevilo ¢ lahko poiS¢emo tako naravno Stevilo
m, da velja ¢ > 2/m in zaradi zgornje lastnosti sta si poljubna ¢lena
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podzaporedja (x; )i, manj kot ¢ vsaksebi. Torej je konstruirano
podzaporedje res Cauchyjevo.
a

Izrek 2.3.3. Naj bo (X, d) metri¢ni prostor in K kompaktna mnoZica v X.
Tedaj je K zaprta in omejena mnoZica.

Dokaz. Ker je metri¢ni prostor Hausdorffov, iz trditve 1.7.4 sledi,
da je K zaprta mnoZica. Dokazati moramo Se omejenost. Ker je
K kompaktna mnoZica v X, je (K, d) kompakten prostor in zato po
zgornjem izreku 2.3.2 totalno omejen. Takoj pa se vidi, da je totalno
omejen prostor tudi omejen metri¢ni prostor.

|

Obrat pa ne velja; vsaka zaprta in omejena mnoZica v me-
tricnem prostoru ni kompaktna. Protiprimer je prostor s trivialno
metriko d(x,y) = 1, za x # y, in z neskon¢no mnogo tockami, ki je
zaprt in omejen, vendar ni kompakten.

Dokazimo zdaj Heine-Borel-Lebesguov izrek.

Izrek 2.3.4. V R" je mnoZica kompaktna natanko tedaj, ko je zaprta in
omejena.

Dokaz. Da je vsaka kompaktna mnozica v R"” zaprta in omejena sledi
iz zgornjega izreka. PokaZimo torej obratno trditev, da je poljubna
zaprta in omejena mnozica C v R" kompaktna.
Ker je C omejena v R", leZi v neki kocki K = 17 L, kjer je
Iy = [ak, bi]. Ker je vsak interval Iy kompakten v R (trditev 1.7.1),
je po trditvi 1.10.6 tudi kocka K kompaktna v R". Ker je C zaprta
mnoZica v R" in je tudi K zaprta v R", je C zaprta v K. Po trditvi 1.7.3
je tedaj C kompaktna mnozica.
a
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Za konec razdelka dokaZimo Se znano Banachovo skr¢itveno
nacelo. To sicer ni topoloski izrek, niti se ne nanasa le na kom-
paktne prostore, obravnava pa obstoj negibnih tock preslikav, take
probleme pa bomo obravnavali v poglavju 3.

DEeriNIcijA. Naj bo M poljuben metri¢ni prostor. Preslikavi f: M —
M retemo skrcitev, ¢e obstaja tako pozitivno Stevilo g < 1, da velja

d(f(x), f(y)) < gd(x, y) za poljuben par x, y € M.

IzREK 2.3.5. (BANACHOVO SKREITVENO NACELO.) Ceje M poln metricni
prostor in je f: M — M skrcitev, obstaja natanko ena negibna tocka pre-
slikave f, tj. taka tocka a € M, da velja f(a) = a.

Dokaz. Najprej pokaZimo, da obstaja kve¢jemu ena negibna tocka.
Denimo, da bi obstajali razli¢ni tocki x in y v M, za kateri bi veljalo
f(x) = xin f(y) = y. Tedaj nas dejstvo, da je f skréitev, pripelje do
protislovne neenakosti

d(x,y) = d(f(x), f(v)) < qd(x,y) <d(x,y).

PokaZimo Se to, da obstaja ena negibna tocka. Naj bo x; poljubna
tocka v M. Sestavimo zaporedje z zaetno tocko xy, ki ustreza
rekurzivni formuli x, = f(x,-1). Ce oznadimo d(xo,x1) z D, je
d(x1,x2) = d(f(xo0), f(x1)) < gD. Podobno pokazemo, da je d(x, x3) =
d(f(x1), f(x2)) < ¢*D in s popolno indukcijo dokazemo, da za vsako
naravno Stevilo n velja

d(xp, Xp41) < q"D. (2.2)

Iz trikotniske neenakosti in neenakosti (2.2) dobimo za poljuben par
naravnih $tevil m > n oceno

d(x,, x,) < Ed(xi,xiﬂ) < niqiD < Di = qu_nq.
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Ta ocena nam pove, da je zaporedje (x,) Cauchyjevo in ker je prostor
M poln, ima to zaporedje limitno to¢ko, imenujmojoa. Iz rekurzivne
formule sledi

a=limx,,; =lim f(x,) = f(limx,) = f(a).

Tocka a je torej negibna tocka skréitve f.
]

Vec¢ o zgornjem izreku in njegovem pomenu si lahko preberete
v [10].

VAJE.

1. Naj bo (M, d) metri¢ni prostor s trivialno metriko

0, cejex =y,
1, Cejex £ v.

d(x, y) = {

Katera zaporedja v tem prostoru so Cauchyjeva?

2. Dokazite, da je vsako konvergentno zaporedje v metri¢cnem
prostoru Cauchyjevo zaporedje. Pois¢ite tudi metri¢ni prostor
in Cauchyjevo zaporedje v njem, ki ni konvergentno.

3. DokaZite, daje vsak zaprt podprostor polnega metricnega pro-
stora poln metri¢ni prostor.

4. Naj bo (M, d) metri¢ni prostor. Metriko d(x, y) = min{d(x, y), 1}
imenujemo standardna omejena metrika prirejena metriki d.
Dokazite, da je metri¢ni prostor (M, d) poln natanko tedaj, ko
je poln metri¢ni prostor (M, d).

5. Dokazite, da je vsak prostor R" poln tako v produktni, kakor
tudi v evklidski metriki.
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. Pois¢ite metri¢ni prostor, katerega metrika je omejena, ki pa ni

totalno omejen prostor. (Namig: primerjajte vajo 6 v razdelku
1.12))

. Dokazite, da je metri¢ni prostor (X, d) totalno omejen natanko

takrat, ko je totalno omejen v prirejeni omejeni metriki d(x, y) =
min{d(x, v), 1}.

. Najbo A podprostor polnega metri¢nega prostora X. Dokazite,

da je A totalno omejen natanko tedaj, ko je njegovo zaprtje A
kompakten prostor.

. Najbo C[X] mnozica Cauchyjevih zaporedij v metricnem pro-

storu (X,d). Vpeljimo v to mnoZico relacijo ~, definirano s
predpisom

(a,) ~ (by) &> lim d(a,, b,) = 0.

Dokazite, da je ~ ekvivalenc¢na relacija v C[X].

2.4 Preslikave kompaktnih prostorov

Izrex 2.4.1. Naj bo f: X — R zvezna preslikava kompaktnega prostora X
v realno os. Tedaj je f omejena in zavzame vsaj v eni tocki svoj minimum
in vsaj v eni tocki svoj maksimum.

Dokaz. Ker je f zvezna , X pa kompakten prostor, je po izreku 1.7.6
tudi f(X) kompaktna mnozica v R. Torej je f(X) omejena in zato
obstajata sup f(X) in inf f(X). poleg tega je f(X) zaprta mnozica in
zato je sup f(X) € f(X) in inf f(X) € f(X).

O
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Spomnimo se, da je preslikava f: X — Y metri¢nega prostora
(X, dx) v metri¢ni prostor (Y, dy) enakomerno zvezna, ¢e za vsako po-
zitivno Stevilo ¢ obstaja tako pozitivno Stevilo 9, da velja implikacija

dx(x1,%2) < 6 = dy(f(x1), f(x2)) < €.

IzrEk 2.4.2. Najbo f: X — Y zvezna preslikava kompaktnega metricnega
prostora (X,dx) v metricni prostor (Y,dy). Tedaj je f tudi enakomerno
zvezna.

Dokaz. 1zberimo si poljuben ¢ > 0 in definirajmo 1 = ¢/2. Ker je f
zvezna v vsaki tocki, obstaja za vsak x € X taka odprta krogla K(x, 6,)
(0x > 0), ki se z f preslika v n-okolico slike f(x). Zaradi trikotniske
neenakosti to pomeni

x1, %2 € K(x,0,) = dy(f(x1), f(x2)) < 27.

Vse odprte krogle K(x,d,), kjer je x € X, tvorijo neko odprto
pokritie K prostora X. Ker pa je X kompakten, obstaja kon¢no
podpokritje

K(x1,06x,), ..., K(xy, 0y,) .
Naj bo 6 Lebesguovo Stevilo zgornjega pokritja. Vsaka mnoZica
premera 6 je tedaj vsebovana v neki krogli K(x;, 0,,) in je zato premer

njene slike manjsi od 21 = ¢. Torej je f enakomerno zvezna.
|

Va1

1. Poid¢ite primer funkcije iz poljubnega topoloSkega prostora X
v R, ki je omejena, pa nima ne minimuma, ne maksimuma.

2. Poiscite primer zvezne funkcije R — R, ki ni enakomerno
zvezna.
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2.5 Cantorjeva mnoZica

Oglejmo si pomemben primer kompaktnega metri¢nega prostora, ki
ga je konstruiral Georg Cantor in se po njem imenuje Cantorjeva mno-
Zica. Prostor dobimo kot limito neskon¢nega zaporedja naslednjih
korakov:

1. korak: 1z zaprtega intervala I = [0, 1] odstranimo njegovo
srednjo tretjino, tj. odprti interval (1/3,2/3). Tako dobimo mnoZico
G, =10,1/3]U[2/3,1].

2. korak: 1z obeh zaprtih intervalov [0,1/3] in [2/3, 1] odstra-
nimo njuni srednji tretjini, tj. iz prvega odstranimo odprti interval
(1/9,2/9), iz drugega pa odprti interval (7/9,8/9). Tako dobimo
mnoZico C, = [0,1/9] U [2/9,1/3] U [2/3,7/9] U [8/9,1].

Tako sedaj nadaljujemo in dobimo padajoce zaporedje mnoZzic
Ci 2 C, 2 (C3 D ..., v katerem mnozico C,, dobimo iz C,_; tako, da
v C,—1 odstranimo vse srednje »tretjine«. Tako je C, unija 2" zaprtih
intervalov.

Cantorjevo mnozico sedaj definiramo kot presek tega zapo-

redja
C= ﬁ Ci.

i=1

Na mnozici C vzamemo kar topologijo, ki jo podeduje od re-
alne osi R, na kateri leZi. Torej je (C, d) metri¢ni prostor z metriko
d(x,y) = [x—yl. Oc¢itnoje C zaprta podmnoZica R, saj je definirana kot
presek zaprtih mnozic C;. Prav tako je o¢itno, da je C omejena pod-
mnoZica R, saj leZi na intervalu [0, 1]. Potemtakem je C kompakten
prostor.

Definirajmo funkcijo f na Cantorjevi mnoZici s predpisom

f(x) = (‘111112,113, .. )
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. ° S )
1 2
3 3 1
o — o — o — o
1 2 1 2 7z 8
0 9 9 3 3 9 9 1

Slika 2.1. Konstrukcija Cantorjeve mnozZice

kjer je
4= 0, ¢e x lezi na nekem lihem intervalu v C,,,

" 2, ¢e x lezi na nekem sodem intervalu v C,,.
Namre¢, ¢e intervale, ki sestavljajo mnoZico C, ostevil¢imo od leve
proti desni, lahko govorimo o sodih in lihih intervalih.

VAJI.
1. Pokazite, da zgoraj definirana funkcija f ustreza razvoju real-
nega Stevila x v trojiSkem sistemu

1 1 1 1
X = 01(5) +a2(§) + a3(§) +... +an(§)” +...

2. Oznacimo z D; = {0, 2} diskretni prostor z dvema to¢kama in
si poglejmo neskonéni produkt

D:ﬁDi,

i=1
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ki ga opremimo s produktno topologijo.

PokaZite, da je preslikava f: C — D homeomorfizem. (Namig:
Najprej dokazite, da je f bijektivna in zvezna. Nato preverite,
da je prostor D kompakten. Ker je prostor C oc¢itno Hausdorf-
fov, sledi da je f homeomorfizem.)

Od tod hitro sledi, da je Cantorjeva mnozica nestevna, kajti Cje
ekvipolentna mnoZici vseh zaporedij (a1, 4y, a3, . . .), v katerih so ¢leni
a; bodisi 0 bodisi 2, ta mnoZica pa ima mo¢ kontinuuma 2% = ¢,



Poglavje 3

Brouwerjev izrek o negibni
tocki

V tem poglavju bomo bezno pokukali v zakladnico »globalnih« re-
zultatov topologije. Dokazali bomo nekaj sorazmerno preprostih, a
zelo pomembnih izrekov.

V razdelku 2.3 smo dokazali Banachovo skréitveno nacelo. Za
vajo smo pri obravnavi povezanosti v razdelku 1.6 dokazali druga-
¢en izrek o negibni tocki: da ima tudi poljubna zvezna preslikava
intervala vase negibno tocko. V tem poglavju bomo ta izrek posplo-
sili, pokazali bomo, da ima negibno toc¢ko vsaka zvezna preslikava
poljubne evklidske krogle vase. Poleg tega bomo dokazali tudi to, da
sododimenzionalne sfere ne dopuscajo zveznih tangencialnih polj
brez nicle. Kot posledico izreka o negibni tocki pa dobimo izrek o
tem, da ne obstaja zvezna preslikava krogle na njen rob, ki ne bi
premaknila tock na robu.

3.1 Izrek o kosmati krogli

V tem razdelku bomo obravnavali obstoj tangencialnih vektorskih
polj brez nicel na sferah razli¢nih dimenzij. To se sliSi sorazmerno

89
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pocesana S' nepocesana S

Slika 3.1. Sferi S! in S? in tangencialna vektorska polja

zahtevno, ima pa tudi svojo bolj Zivljenjsko plat: za sferi dimenzij
1 in 2 se to namre¢ precej ocitno vidi. Vektorsko polje na sferi si
predstavljajmo kot lasje na sferi, tangencialno vektorsko polje pa
kot pocesane lase. Imejmo torej enakomerno kosmato kroglo. Ali
bi jo lahko pocesali »zvezno«, tj. tako, da bi dlake leZale na povrsini
krogle ena ob drugi, brez pre¢ ali vrtincev? Kakorkoli razmisljamo
ali pa tudi poskugamo, nam to ne bo uspelo. Ce pa bi imeli v ravnini
enakomerno kosmato kroZnico, bi jo brez tezav »zvezno« pocesali.

Pokazali bomo, da je »pocesljivost« odvisna od sodosti ozi-
roma lihosti dimenzije sfere. Seveda ne bomo uporabljali frizerskega
jezika, ampak matemati¢nega: namesto o dlakah bomo govorili o
vektorskih poljih, namesto o »zveznem« ¢esanju pa o obstoju zve-
znih tangencialnih vektorskih poljih.

DEerFINICA. Zvezni preslikavi f:D — R”, kjer je D C R, re¢emo
(zvezno) vektorsko polje na D.
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Slika 3.2. Zvezno tangencialno vektorsko polje brez ni¢le na S*

Ce je 5"~! enotske sfera s sredis¢em v izhodis¢u 0 € R™ in je
vektor f(x) € R™ pravokoten na x, tj.

(f(0),x) =0,

za vsak x € S"71, Kjer je (f(x), x) skalarni produkt vektorjev f(x) in x
v R™, re¢emo, da je f tangencialno vektorsko polje na sferi S

Ce se povrnemo k vprasanju obstoja tangencialnih vektorskih
polj brez ni¢le na sferah, lahko za lihodimenzionalne sfere kar takoj
najdemo kaksno tako polje. Najbo S = $"~! c R*" enotska sfera,
vektor x = (x1,xy,...,X2,) pa krajevni vektor poljubne toc¢ke na sferi
S. Tedaj je

f((xl, X2, X3, X4, + -, Xon—1, X2n)) = (X2, =X1, X4, =X3, . . ., X2, —X2n—1)
(3.1)
zvezno tangencialno vektorsko polje na sferi S. Za vsak x € S je
Ilf ()|l =1, torej f(x) # 0 za vsak x.
Ta del posla smo torej zlahka opravili, malo ve¢ dela pa bo
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z dokazom, da sododimenzionalne sfere ne dopuscajo nobenega
zveznega tangencialnega vektorskega polja brez nicle.

Izrek 3.1.1. Vsako zvezno tangencialno vektorsko polje na enotski sferi
S*" v R*™ ima vsaj eno niclo.

Enotska sfera S*'~! v R*" pa dopusca zvezna tangencialna vektorska
polja brez nicle.

Dokaz. Dokazovali bomo le prvo trditev, drugo smo Ze dokazali
(za vajo preverite, da je zgoraj definirano tangencialno polje (3.1
ZVezno)).

Oznac¢imo tocke na enotski sferi S = §" c R*"™ zu = (uy,...,
uzn+1). Naj bo w(u) zvezno nenicelno tangencialno vektorsko polje
na S. Ker je nenicelno, lahko iz njega naredimo zvezno tangencialno
vektorsko polje

1

0 = @l

katerega vektorji imajo vsi dolZino ena.

Pa recimo, da obstaja na S zvezno tangencialno vektorsko po-
lje v(u) z enotsko dolZzino. Pokazali bomo, da nas to pripelje do
protislovja. Za zacetek dokaza privzemimo, da je polje v(u) zvezno
odvedljivo (kasneje bomo pokazali, da tega pravzaprav ne potrebu-
jemo).

V prvem koraku bomo razsirili nase polje v na odebeljeno sfero

w(u),

D ={xeR*%1/2 <|x|| <3/2},
ki sfero S obdaja z obeh strani. Polje v bomo razsirili na D po
»Zarkih«: vsaka tocka v D se lahko na en sam nacin zapiSe kot ru,

kjerjeu € Sinr € [1/2,3/2]; definirajmo

o(ru) = ro(u).
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Tako smo dobili vektorsko polje na D, za katerega Se vedno velja
(o) =0, ol =Ixl=r

in tudi to polje je zvezno odvedljivo na D (vaja!).
Naj bo t neko dano realno Stevilo in definirajmo na D zvezno
odvedljivo preslikavo

P:x +— x + to(x),

ki preslika D v neko mnoZico D; ¢ R*"*!. Pokazali bomo, da je za po
absolutni vrednosti dovolj majhne ¢ preslikava P bijekcija na drugo
odebeljeno sfero D;. Najprej pokazimo injektivnost te preslikave.
Ker je polje v(x) zvezno odvedljivo na kompaktnem prostoru D,
obstaja tako pozitivno Stevilo A, da velja

[lo(x) = vl < Allx =yl
za katerakoli x, y € D. Ce bi se tocki x in y preslikali s P v isto to¢ko
x+to(x) =y + to(y),
bi veljalo

llx = il = [t [lo(y) = vl < [EAllx =yl

Cejelt| < 1/A,je to mozno le, &eje x = yin za take t je nasa preslikava
P injektivna.

Pokazimo Se, da je P surjekcija na odebeljeno sfero D;. V ta
namen najprej pokazimo, da je D; res odebeljena sfera. Ce je ||x|| = 7,
velja po Pitagorovem izreku

llx + to(x)|| = r V1 + £2,

ker sta vektorja x in v(x) pravokotna in imata oba dolZino r. ZoZitev
preslikave P na sfero s polmerom r in srediS¢em v izhodi$¢u preslika
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to sfero v sfero s polmerom r V1 + #2 in sredis¢em v izhodis¢u. S
tem, da bomo pokazali surjektivnost vsake take zoZitve preslikave
P, bomo dokazali surjektivnost preslikave P.

Za vsak vektor s z lastnostjo |s|| = V1 + #?||x|| moramo torej
pokazati, da je resljiva enacba

X+ to(x) =s, (3.2)

kjerje 1/2 < ||x|| < 3/2.
Naj bo najprej ||s|| = 1. Enacbo (3.2) prepisimo v obliko

x=s—to(x).

Desno stran x = s — tv(x) gledamo kot funkcijo, ki preslika
odebeljeno sfero D nase, ¢e je le [t| < 1/3, saj v tem primeru velja

lto(0)ll < 1/3[lo(x)l| = 1/3r <1/2
in zato
1/2 =isll = 1/2 < lIs = to)ll < [Isll +1/2 = 3/2.
Ceje tudi [t| < 1/A, je
llto(x) = to(y)ll < [EAllx = yll

in je preslikava s — tv(x) skrcitev na D. Torej ima po Banachovem
skr¢itvenem nacelu 2.3.5 negibno tocko, ki resi tudi enacbo (3.2), ¢e
je llsll=1. Ce paje |ls|| # 1, definirajmo enotski vektor

s1=s/llsll,
zanj dobimo resitev x; enacbe

X1+ to(x1) = 54
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in ¢e to enac¢bo pomnoZimo z s, dobimo resitev x = ||s||x; enacbe
(3.2). S tem smo dokazali, da za dovolj majhne t (take, da je [t
manjSa od 1/3 in manjSa od 1/A) preslikava P preslika odebeljeno
sfero D bijektivno na odebeljeno sfero D;.

Oglejmo si prostornino odebeljene sfere D;. Ker je D; pravza-
prav le za faktor V1 + 2 napihnjena odebeljena sfera D c R***!, za
njeno prostornino velja

volD; = (1 + )™ volD. (3.3)

Lahko pa izrazimo to prostornino tudi analiti¢no. Ker preslikava P
preslika D zvezno bijektivno na D;, velja po izreku o uvedbi novih
spremenljivk v integralu enakost

vol D, = fdet(%) dxq...dxom1,
Bx]-

¢eje determinanta Jacobijeve matrike pozitivna. Pri tem integriramo
po D in sliko vektorja x = (x1, ..., X2,41) pri preslikavi P oznac¢imo s

P(x) = (P1(x), ..., Pons1 (%)) .
Iz
P(x) = x + tu(x)
sledi, da je Jacobijeva matrika preslikave P enaka

aPi _ o'?vi C.
(x_j)—(éu"‘taxj) ij=1,...2n+1, (3.4)

kjer je 6;; Kroneckerjev simbol, ki je enak 1, ¢e je i = j, sicer pa je 0.
Ce gre t proti 0, gre torej Jacobijeva matrika proti identi¢ni matriki
in tako njena determinanta proti 1.
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Kot funkcija parametra t je vsak element Jacobijeve matrike
(3.4) linearna funkcija in je zato determinanta Jacobijeve matrike
polinom stopnje 21 + 1

JP;
i

Ko to integriramo po D, dobimo za prostornino neki drugi polinom
vol D, = bo + blt + b2t2 + -+ b2n+1t2n+l ,

kjer je by integral funkcije ar(x) po D. S tem pa smo prisli do pro-
tislovja, saj je po (3.3) vol D; = vol D( V1 + £2)"*1 to pa ni polinom
spremenljivke t. Torej smo pokazali, da enotska sfera v R*'*! ne do-
pusca zvezno odvedljivega tangencialnega vektorskega polja brez
nicle.

PokaZimo Se, da predpostavka o zvezni odvedljivosti ni po-
trebna. Naj bo zdaj v(x) neko zvezno tangencialno vektorsko polje
brez ni¢le na enotski sferi S ¢ R*"*1. Pokazali bomo, da lahko iz
njega konstruiramo zvezno odvedljivo tangencialno vektorsko po-
lje brez ni¢le w(x) na S.

Najprej razsirimo polje v na ves prostor R*"*! s predpisom

o(rx) = ro(x), rz20, |xl[=1.

Zdaj se osredoto¢imo na zaprto kocko Q = [-1,1]*"*1 c R*
Na njej lahko poljubno dobro aproksimiramo vsako komponento
vi(x1,...,X2441) Z nekim polinomom p;(xy,...,x2,4+1). Kocka Q se-
veda vsebuje enotsko sfero, zato na njej obstaja vektorsko polje
p = (p1,...,P2n+1), ki je poljubno blizu v. Ni pa receno, da je po-
lje p tangencialno na sfero. To bomo popravili v naslednjem koraku.

Polje p = (p1,...,Pam+1) blizu v si lahko izberemo tako blizu
polja v, da velja

w=p—(p,x)x#0, lIx[| =1,
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saj gre tako definirano polje w proti v, ¢e gre p proti v. Poleg tega je
po konstrukciji polje w tangencialno

(p—(p,x),x)=(p,x) —(p,x){x,x) = 0.

Ker nas obstoj polja w spet privede do protislovja, smo s tem dokazali
nas izrek: enotska sfera S € R?*"*! ne dopusca zveznega tangencial-
nega vektorskega polja brez nicle.

|

3.2 Brouwerjev izrek

V tem razdelku bomo dokazali Brouwerjev izrek o negibni tocki. Za
razliko od Banachovega skrcitvenega nacela 2.3.5, tu za preslikavo
zahtevamo le zveznost. Cena, ki jo za to placamo, pa je dvojna:
izrek potem velja le za nekatere prostore (tiste, ki so homeomorfni
enotski krogli v kaksnem evklidskem prostoru) in tudi dokaz ni
konstruktiven — pove nam, da negibna tocka obstaja, ne pove pa,
kako jo najti.

Obstaja veliko razli¢nih dokazov za Brouwerjev izrek. Mi
bomo sledili Franklinovi interpretaciji Milnorjevega dokaza [4], ki je
sorazmerno kratek in nazoren, uporablja pa predznanje iz analize.

Izrek 3.2.1. (BROUWERJEV 1ZREK.) Naj bo B" C R" enotska krogla v n-
-dimenzionalnem evklidskem prostoru. Tedaj za poljubno zvezno funkcijo
f:B" — B" obstaja vsaj ena negibna tocka, tj. taka tocka x € B", da velja

f(x) =x.

Dokaz. Denimo, da izrek ne velja, tj. da obstaja taka preslikava
f:B" — B", ki nima negibne to¢ke. Ozna¢imo z y = f(x) sliko tocke
x in si oglejmo vektorsko polje z = x — y na B". Po predpostavki f
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nima negibne tocke, zato polje z na vsem B" nima nicle. PokaZimo,
da na sferi S = S"! = 9B" polje z kaze ven iz B":

xzy=(xx-—y=1-(x,y) zalxll=1 (3.5)
zaradi neenakosti
0 < llx = yII> = lIxl* + llyllF — 2¢x, yy <2 = 2(x, ), (3.6)

je {x,z) > 0 za vsak x € B".

Zdaj bomo polje z »pocesali na krtacko«: naredili bomo drugo
vektorsko polje w, ki bo tudi zvezno, povsod na B" razli¢no od 0,
na sferi S pa bo v vsaki tocki x kar enako zunanji normali w = x.
Definirajmo

B _1-(x,x)
w=x-Ay, A_—l—(x,y>'

Imenovalec v definiciji A je povsod razlicen od 0 zaradi neenakosti
(3.6).

Na sferi S je skalarna funkcija A enaka 0 in je zato na S res
w(x) = x.

Pokazimo Se nenicelnost polja w. Recimo, da bi v neki tocki x
veljalo w(x) = 0. Tedaj lahko pomnoZimo enakost

O=w=x-Ay
z (x, y) in upostevamo, kaj je A, in dobimo enakost
0=(1—(x,y)x—(1—(x0)y. (3.7)
Iz w = 0 pa sledi tudi x = Ay, odtod pa

(x, yyx = AXy, vy = (x, x)y.
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B" \ x

juzna polobla
sfere S"

Slika 3.3. Projekcija vektorskega polja

Enakost prvega in zadnjega izraza pove, daiz (3.7) sledi 0 = x —y ali
y = x, kar pa je v nasprotju z naso predpostavko. Torej velja w # 0
na vsem B".

Zdaj pa bomo »prenesli« vektorsko polje w s stereografsko
projekcijo s krogle B", ki jo gledamo kot ekvatorski krog krogle B"*!,
na sfero S" = dB"*'. Najprej bomo dolo¢ili to vektorsko polje na
juzni polobli. Idejo, kako bomo to naredili, nam da slika 3.3.

Vsako tocko x iz B" s stereografsko projekcijo preslikamo v
tocko s na juzni polobli sfere S”, vektor w(x) nam dolo¢a neko pot
(ali zacetek neke poti) v B", to pot spet preslikamo s stereografsko
projekcijo. Dobimo neko pot, tj. krivuljo na sferi S" in zato nam od-
vod preslikane poti v zacetni tocki s dolo¢i neki tangencialni vektor
na S" v tocki s. Tako dobimo ustrezno zvezno tangencialno vektor-
sko polje na juzni polobli.

Zgoraj smo nakazali, kako bomo iz vektorskega polja w na B"
dobili zvezno vektorsko polje na juzni polovici sfere S”, naredimo
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zdaj to Se ¢isto konkretno s koordinatami.

Toc¢ko x = (x1,...,x,) € B"identificiramo s to¢ko (x,...,x,,0) v
B"*! (to pomeni, da imamo B" za ekvatorski krog v B"*!). Severni pol
paje v koordinatah N = (0,...,0,1) € B"*!. Ker je slika s = s(x) € S"
dolocena s tem, da je x na daljici med s in N, velja

x=(1-6)N +0s (3.8)
zaneki 0 = 0(x), 0 < 0 < 1. V koordinatah to pomeni
x; = Os; (zai=1,...,n)
0 = (1-0)+0sy41.
Z vrednostmi x; so dolo¢ene vrednosti s; in 0. Velja:
si=x;/0 (zai=1,...,n) in sp1=(0-1)/6,

poleg tega pa zaradi [|s|| = 1 dobimo

n+1

1= Y 2= (/07 +-+ (1,/6)° + (6 — 1)/67,

i=1
to pomnozimo s 6? in odtod dobimo Se
0= 1/2(||x||2 +1). (3.9)

S tem smo podrobno opisali stereografsko projekcijo, to je pre-
slikavo B" na juZzno poloblo sfere 5", zdaj pa s pomocjo vektorskega
polja w(x) na B" konstruirajmo zvezno tangencialno vektorsko polje
v(s) na juzni polobli sfere S".

Naj bo najprej ||x]| < 1. Tedajlahko s pomo¢jo vektorja w = w(x)
konstruiramo neko kratko daljico

x(t) = x + tw(x), 0<tx1,
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katere zaletek je v to¢ki x(0) = x in gre v smeri vektorja w. Ce to
daljico stereografsko projiciramo na juzno poloblo sfere S”, dobimo
tam neki lok

s(t) = s(x + tw(x))

Vektor v = v(s) definirajmo kot odvod funkcije s(t) po t:

d

Uza

s(t).

t=0

Ker je [|s(f)|| = 1 za vsak t dobimo z Leibnizevim pravilom za odva-
janje skalarnega produkta

d
0=

(s(t),s(t)) = 2(v,s),

t=0

odtod pa sledi, da je vektor v tangencialen na sfero S".

PokaZzimo Se, da vektorsko polje v (ki smo ga zaenkrat defini-
rali le na juZzni polobli brez ekvatorja) nima nicle. Za stereografsko
projekcijo daljice x(t) velja

x(t) = (1= 0(H)N + 0(b)s(t),
odtod dobimo za odvod po t v tocki t = 0 enakost
w=-6N+0s+0v.

Vektor v je tedaj

_w+O(N -5s)

=—

Ceje 0 =0,jev # 0, kerjew # 0. Ce pa 6 # 0, je v # 0, saj za njeno
(n + 1)-vo koordinato velja

0

0+0(1-s,
O = (9 Si1) L g (3.10)
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kerje w1 = 0ins,41 < 0 (saj gledamo juZno poloblo brez ekvatorja!).
Razsirimo nase polje v $e na ekvator, tj. na dB" C S", in to tako,
da bo Se vedno zvezno, tangencialno in brez nicle. Ker je ekvator
rob juzne poloble, pravzaprav sploh nimamo izbire: ¢e naj bo to
polje zvezno tudi na ekvatorju, je z vrednostmi na juzni polobli Ze
doloc¢ena tudi njegova vrednost na ekvatorju, ali pa se na ekvator
sploh ne da razsiriti zvezno. Poglejmo si, kaj se zgodi s s, e se
blizamo ekvatorju, kjer je s,..1 = 0. Glede na enakost (3.8) se to zgodi
tedaj, ko gre ||x|| in z njim tudi O proti 1, pri tem gre seveda razlika
x — s proti ni¢. V tem primeru dobimo v limiti na ekvatorju (||x|| = 1)
iz enakosti (3.10)
v=(w+O(N —x)). (3.11)

Spomnimo se, da smo konstruirali polje w tako, da je na robu diska
B", 1. za ||x|]| = 1, kar radialno: w = x. Tedaj dobimo iz enakosti (3.9)

. d 1
0= T » 5(1 +(x,x)) =(w,x)=1.

Za vektorsko polje v na robu dB" tedaj dobimo iz enakosti (3.11)
v=(x+N-x)=N.

Na ekvatorju torej kaZe polje v navzgor, polje v smo torej definirali
zvezno na vsej zaprti juzni polobli, na njej je tangencialno in povsod
razli¢no od nic.

Iz polja w, ki obstaja po predpostavki, smo dobili na juzni pol-
obli sfere S" zvezno tangencialno vektorsko polje v brez ni¢le . Kaj bi
dobili, ¢e bina tak na¢in kot na juzno poloblo, s stereografsko projek-
cijo iz juZznega pola konstruirali vektorsko polje na severni polobli?
Zaradi simetrije bi dobili prav tako neko zvezno tangencialno vek-
torsko polje brez nicle, oznatimo ga z u, ki pa bi na ekvatorju kazalo
navzdol. Ce bi torej na juzni polobli vzeli polje v, na severni polobli
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pa u, ga na ekvatorju ne bi mogli zvezno definirati! Namesto polja
u vzamemo torej na severni polobli —u, tedaj se v in —u na ekvatorju
ujemata in na S” smo dobili zvezno tangencialno vektorsko polje, ki
nima nicle.

Toda po izreku o kosmati krogli 3.1.1 sododimenzionalne sfere
ne dopuscajo zveznega tangencialnega vektorskega polja brez nicle.
Nasa predpostavka o zvezni preslikavi B — B" brez negibne tocke
nas je pripeljala do protislovja za sode 7 in s tem smo izrek o negibni
tocki za sode n Ze dokazali.

Kaj pa za lihodimenzionalne krogle? Zanje bomo izrek doka-
zali tako, da bomo dokazali, da obstoj negibne tocke za preslikave
B! — B"l implicira obstoj negibne tocke za preslikave B" — B".

Imejmo zvezno preslikavo f:B" — B", kjer je n liho Stevilo.
Definirajmo njeno razsiritev g: B"*! — B"*! s predpisom

8(x1, cee s Xy xn+1) = (f(xl)/ s /f(xn)/ O) .

Preslikava g je torej kompozitum projekcije B**! — B" in preslikave
f. Ker je g preslikava sododimenzionalne krogle vase, ima negibno
tocko, ker pa je slika preslikave g enaka B", mora biti negibna tocka
v B". Na B" pa se g in f ujemata, torej je negibna tocka za g tudi
negibna tocka za f. Izrek je v celoti dokazan.

O

3.3 Krogla in njen rob

V tem kratkem razdelku dokaZimo neko enostavno posledico Brou-
werjevega izreka, ki pa je tako pomembna, da je vredna svojega
razdelka.

DEeriNIcija. Naj bo X topoloski prostor in A poljuben podprostor
v X. Podprostor A imenujemo retrakt prostora X, ¢e obstaja kaksna
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taka zvezna preslikava (ki ji re¢emo retrakcija) f: X — A, katere
zoZitev f | , a A je identiteta.

PRIMERA.

1. Preprost primer retrakcije je projekcija p: IXI — Ix{0}, p(x, y) =
(x, 0).

2. KroZnica je retrakt kroga brez izhodisc¢a: naj bo retrakcija
R:B*\ {0} > 0B*, R(r,9) =(1,9),

kjer smo uporabili polarne koordinate.
&

S pomocjo Brouwerjevega izreka lahko dokaZemo naslednji
izrek.

Izrek 3.3.1. Sfera S™ ni retrakt krogle B"*1.

Dokaz. Denimo, da bi obstajala retrakcija f:B"™*! — S". Funkciji
a:5" — S", a(x) = —x, reCemo antipodna preslikava . Za antipodno
preslikavo zlahka pokaZemo, da je zvezna in nima nobene negibne
tocke. Kompozitum af:B"™! — §" je tedaj preslikava, ki nima ne-
gibne tocke, saj negibna toc¢ka ocitno ne more biti iz notranjosti
krogle B"*!, na robu pa je af = a, ki tudi nima negibne totke. To pa
je v protislovju z izrekom 3.2.1.

a

Omenimo, da je zgornji izrek ekvivalenten Brouwerjevemu iz-
reku 3.2.1. To, da iz Brouwerjevega izreka sledi zgornji izrek smo
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S n

Slika 3.4. Preslikava brez negibne tocke bi dala retrakcijo

pokazali v dokazu. Dokaz, da tudi iz zgornjega izreka sledi Brou-
werjev izrek temelji na naslednji ideji: ¢e bi f:B"™! — B"! bila
preslikava brez negibne tocke, bi preslikava r: B"*! — §", ki totki

x € B™! priredi totko r(x), ki je na presecisc¢u poltraka, ki gre iz f(x)
skozi x in sfere S", retrakcija.

Vaja. Dokazite, da je antipodna preslikava a: 5" — §", a(x) = —x,
zvezna funkcija, ki nima negibne tocke.






Poglavje 4

Ploskve

V tem poglavju bomo spoznali najpreprostejSe primere topoloskih
mnogoterosti, to so ploskve. (Se preprostejsa je kroZnica, ki je edina
sklenjena 1-mnogoterost.) Pri obravnavi tega zanimivega primera
topoloskih prostorov se bomo zgledovali po Masseyu [6].

4.1 Primeri ploskev

DEeriNIcIjA. Ploskev je separabilen metri¢ni prostor N z lastnostjo,
da za vsako tocko x € M obstajata okolica U in bodisi homeomorfi-
zem h: (U, x) — (R?,0) bodisi homeomorfizem h: (U, x) — (R2,0), kjer
smo z R2 oznatili zgornjo (zaprto) polravnino: R2 = {(x,y); y > 0}.
V prvem primeru se x imenuje notranja tocka, v drugem primeru
pa robna totka ploskve N. Ce ploskev nima roba, je pa povezana in
kompaktna, se imenuje sklenjena.

Oglejmo sinekatere sklenjene ploskve v R®. Dobro Ze poznamo
sfero 5 = {x € R |x] = 1}. Pomemben primer sklenjene ploskve je
tudi torus. To je topoloski prostor, ki je homeomorfen produktu
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S! x S!, konkreten primer v R je

{(x,y,2) e R ([ +y2 =2 + 22 = 1}.

Za vajo lahko dokazete, da je torus homeomorfen kvocientnemu
prostoru, ki ga dobimo iz pravokotnika z identifikacijo nasprotnih
robov kot v razdelku 1.11.

Mimogrede omenimo tudi projektivno ravnino, ki jo tudi do-
bimo iz pravokotnika z identifikacijo kot v razdelku 1.11.

Znano je, da projektivne ravnine ni mogoce vloziti v R®. Po
drugi strani je sfera o¢itno podmnozica R®. Odtod sledi, da projek-
tivna ravnina ni homeomorfna niti sferi niti katerikoli drugi ploskvi,
kileZi v R®. Velja Se vec —sfera je primer dvostranske ploskve, med-
tem ko je projektivna ravnina zgled za enostransko ploskev.

TroiTev 4.1.1. Ce nalepimo disk na Mobiusov trak tako, da rob diska
enkrat »obhodi« rob Mobiusovega traku, dobimo projektivno ravnino.

Dokaz. Glej sliko 4.1 na sosednji strani!
O

Iz dveh ploskev lahko naredimo novo s posebno operacijo, ki
se ji reCe povezana vsota.

DEeriNIcijA. Naj bosta N in N, disjunktni ploskvi, na njih izberimo
poljubni mnozici D; C Nj,i = 1,2, kistahomeomorfni standardnemu
disku

D={(x,y) eR%; *+y* < 1}.

Naj N! pomeni komplement od notranjosti D; v N;. Izberimo si
homeomorfizem h iz roba diska D; na rob diska D,. Tedaj je povezana
vsota N # N, ploskev Ny in N, kvocientni prostor

N; N, =Ny U, Ny = (N1 UNR)/ ~,
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C F n =
disk
Mobiusov trak
D E
C1>—<—4—<—0F

= Ge — —= -I;[- - =— -9(5
F 2

'

C
. . . D
projektivna ravnina

Slika 4.1. Projektivna ravnina
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Slika 4.2. Povezana vsota

kjer je ekvivalen¢na relacija ~ na N; U N, definirana s predpisom
x ~ h(x) za x € dD;, ostale tocke mnozice N; LI N, pa so v relaciji ~ le
same s sabo.

Tu bi morali dokazati, da je ta definicija res neodvisna od iz-
bire diskov in homeomorfizma med njunima robovoma, a bomo to
zaenkrat opustili.

Vaja. Kajje Ny § Ny, e je N, sfera §2?

TroITEV 4.1.2. Povezana vsota dveh projektivnih ravnin je homeomorfna
Kleinovi steklenici.

Dokaz. Glej sliko 4.3 na naslednji strani!

4.2 Klasifikacija ploskev

V tem razdelku bomo skicirali dokaz naslednjega izreka.

Izrek 4.2.1. Vsaka sklenjena ploskev v R? je homeomorfna povezani vsoti
sfere S? z nekim koncnim Stevilom torusoov T.
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P2—disk

P2—disk

= Mobius

Mobius

Kleinova steklenica

Slika 4.3. Kleinova steklenica
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Povezani vsoti

SPHTHTH.. 8T in SPHTHTH... 4T

sta homeomorfni natanko tedaj, ko je m = n.

DEeriNicijA. Triangulacija kompaktne ploskve N je taka konéna dru-
zina zaprtih mnoZic A;, katerih unija je N, skupaj s tako druzino
homeomorfizmov

hi: A — A;CN,

kjer so A} trikotniki v R?, da se dva »trikotnika« A; in A; sekata
ali v skupnem robu (tj. v h;-sliki neke stranice od A/, ki je hkrati
tudi hj-slika neke stranice od A}) ali v skupnem oglis¢u ali pa se
ne sekata. Nasploh bomo tudi mnoZice A; imenovali trikotnike, ;-
slikam stranic trikotnikov Al bomo rekli robovi, h;-slikam oglis¢ teh
trikotnikov pa vrhovi.

Mnozice A; si lahko predstavljamo kot krivocrtne trikotnike,
ki se na ploskvi stikajo samo v stranicah in oglis¢ih. Na slikah 4.4 in
4.5 si oglejmo primera triangulacij ploskev.

Brez dokaza povejmo, da se da vsaka sklenjena ploskev trian-
gulirati. Pritem za vsak rob velja, da je rob natanko dveh trikotnikov
in za vsak vrh v triangulacije ploskve velja, da lahko trikotnike, ki
vsebujejo v, zvrstimo cikli¢no Ay, A, ..., A, tako, da imata sosednja
natanko en skupni rob.

Naj bo N triangulirana sklenjena ploskev. Naj bo v Stevilo
vrhov ploskve N, r naj bo Stevilo robov, t pa Stevilo trikotnikov te
triangulacije. Tedaj je Eulerjeva karakteristika

X(N)=v—r+t.
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Slika 4.4. Triangulacija torusa

Kasneje bomo pokazali, da je Eulerjeva karakteristika topolo-
$ka invarianta (tj. da imata homeomorfna topoloska prostora isto
Eulerjevo karakteristiko) in tako ni odvisna od triangulacije. Doka-
Zimo pa naslednjo trditev.

TrDITEV 4.2.2. Naj bosta Ny in N, sklenjeni ploskvi. Za Eulerjevo karak-
teristiko povezane vsote velja

X(N1 # Np) = x(N7) + x(N2) - 2.

Dokaz. Najbosta N; in N, triangulirani in konstruirajmo njuno pove-
zano vsoto tako, da jima odstranimo notranjosti po enega trikotnika
in potem primerno identificiramo robove in vrhove teh dveh triko-
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Slika 4.5. Triangulacija projektivne ravnine

tnikov. Odstranili smo torej dva trikotnika, tri robove in tri vrhove,
torej res dobimo zgornjo formulo.

O

Preden se lotimo dokaza izreka 4.2.1, si oglejmo e, kako lahko
izrazimo povezano vsoto torusov kot kvocientni prostor nekega po-
ligona.

Poglejmo si Se, kako izrazimo povezano vsoto projektivnih
ravnin kot kvocientni prostor poligona.

Vsakega od teh poligonov lahko natanko dolo¢imo z zapisom
njegovih robov tako, da robove, ki jih identificiramo, ozna¢imo z isto
¢rko. Pritem pazimo tudi na smeri identifikacije. To naredimo tako,
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b1 a b as
a1 by as b,
(b)
ay bz
bl az
M b2
b1 as

(©)

Slika 4.6. Povezana vsota dveh torusov
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ay

ay

a»

an

Slika 4.7. Povezana vsota dveh projektivnih ravnin
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a

Slika 4.8. Sfera

da za¢nemo v poljubnem oglis¢u poligona in gremo po njegovih
stranicah naokrog; ¢e gremo po stranici v njeni smeri, ji pripiSemo
pozitivni eksponent, sicer pa negativnega. Poligonu, ki smo ga
priredili povezani vsoti dveh torusov tedaj priredimo zapis
~1p,-1 ~17,-1

alblal bl azbzllz bz ,

povezani vsoti dveh projektivnih ravnin pa
aia1dnpdy .
Povzemimo zgornje (v nekem smislu kanoni¢ne) razreze:

1. sfera je »poligon« z identifikacijo robov aa™*;

2. povezana vsota 1 torusov je poligon z identifikacijo robov

“1,-1 ~17-1 “1,-1.
mbia; by aboa57b5" .. a,bua, by
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I bg

Slika 4.9. Povezana vsota n torusov

3. povezana vsota n projektivnih ravninje poligon z identifikacijo
robov
aia1dsdy ... Ay, .

Zdaj pa k dokazu izreka 4.2.1.
Dokaz. Najbo N neka sklenjena ploskev. Izrek se dokaze tako, da se
pokaZze, da se da N izraziti kot poligon s tako identifikacijo robov,
kot v enem od zgoraj navedenih »kanoni¢nih« primerov. S tem
dokazemo, da je N homeomorfna bodisi sferi bodisi povezani vsoti
torusov bodisi povezani vsoti projektivnih ravnin. Ker povezane
vsote projektivnih ravnin ne morejo lezati v R?, dobimo prvo trditev
izreka.

Prvi korak: poligon. Predpostavimo, da je nasa sklenjena plo-
skev N triangulirana. Naj ima n trikotnikov. Te trikotnike A4, ..., A,
oznac¢imo tako, da ima poljuben trikotnik A;, 2 < i < n, vsaj en
rob, ki ga ozna¢imo z e;, skupen z vsaj enim od trikotnikov z nizjim
indeksom. To lahko naredimo, ker je N povezana.
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Privzamemo lahko, da so trikotniki A/ v R? disjunkini (sicer
komponiramo dane homeomorfizme z novimi, da dobimo disjunk-
tne trikotnike v ravnini) in ozna¢imo

A':OA;.
1

To je kompakina podmnozica v R?. Definiramo preslikavo @: A’ —
N tako, daje ¢|A! = h;. Oc¢itno je to zvezna in surjektivna preslikava.
Ker je A’ kompakten prostor, N pa Hausdorffov, je ¢ kvocientna
preslikava. Pri tej preslikavi identificiramo robove trikotnikov iz
ravnine. Mi pa bomo najprej identificirali le prej izbrane robove e;,
2 <i < nin oznacili tako dobljeni kvocientni prostor z D. Preslikava
@ inducira preslikavo ¢: D — N. Imamo torej naslednji diagram.

N

Trdimo, da je D disk, tj. topoloski prostor, ki je homeomorfen
standardnemu disku. Dokaz te trditve gre z indukcijo, sledi pa iz
dveh dejstev. Prvi¢, da dobimo D z enkratno identifikacijo izbranih
robov ali pa z zaporedjem takih kvocientnih preslikav, pri katerih
vsaki¢ identificiram le po en izbrani rob. Drugi¢, da je rezultat pri
vsaki taki identifikaciji disk.

Iz D potem dobimo naso ploskev N tako, da v parih identifici-
ramo Se robove poligona D.

Drugi korak: eliminacija sosednjih robov prve vrste. Dobili smo
poligon D z identifikacijo parov robov, ki nam da naso ploskev.
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Identifikacijo smo zapisali s konénim zaporedjem simbolov za ro-
bove z eksponenti +1 ali —1. Ce se posamezni par robov, ki ga
identificiramo pojavi z obema eksponentoma, mu re¢emo par proe
vrste, sicer pa mu re¢emo par druge vrste.

V tem koraku pokaZemo, da lahko odpravimo tak par robov

prve vrste, ki se drzi skupaj v natanko enem vrhu tj. oblike...aa7! ...,

v katerem res imamo e druge robove vsaj na eni strani para aa™'.

(Slika 4.10 na sosednji strani.)

Ta proces lahko nadaljujemo, dokler ne eliminiramo vseh pa-
rov prve vrste (v tem primeru gremo na naslednji korak) ali pa nam
ostane poligon, ki ima le Se en par robov, ki pa se v tem primeru
stika v dveh vrhovih. Ce je ta par prve vrste (4. aa!), gre za sfero,
¢e pa je ta par druge vrste (tj. aa), gre za projektivno ravnino.

Tretji korak: poligon, v katerem identificiramo vsa oglista. Ceprav
dobimo iz nasega polinoma Zeleno ploskev tako, da identificiramo
po natanko dva robova, pa se nam lahko identificira poljubno stevilo
oglis¢ (vrhov). Vrhove, ki se priidentificirajo, imenujmo ekvivalentne.

Recimo, da smoizvedli korak dva, dokler se je dalo in Se nismo
prisli do naSe ploskve. Pokazali bomo, da lahko spremenimo nas
poligon v takega, ki bo dal isto ploskev, a se bodo pri njem vsi
vrhovi identificirali. To naredimo po postopku, ki ga kaZe slika 4.11
na strani 122 skupaj z eventualnimi koraki 2.

Cetrti korak: vse pare druge vrste naredimo za sosednje. Tak po-
stopek nadaljujemo, dokler ne naredimo vse pare druge vrste za
sosednje. Ce ni nobenih parov prve vrste, smo gotovi, dobili smo
poligon s simbolom a1a1424; . . . a,a,, ki predstavlja povezano vsoto
projektivnih ravnin. (Slika 4.11 na strani 122.)

Recimo, da imamo na tem koraku vsaj en par prve vrste. Tedaj
mora obstajati Se en par prve vrste in to tako, da se para alternirata
(....c...d...c’t...dt..), sicer pridemo do protislovja s prej$njim
korakom, kot kaze slika 4.12 na strani 123.
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(a) (b)

(©) (d)

Slika 4.10. Eliminacija para sosednih robov prve vrste
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(a)

Slika 4.11. Tretji korak v dokazu izreka 4.2.1

Peti korak: pari prve vrste. Z razrezovanjem in lepljenjem kot ga
kaZe slika 4.13 na strani 124 lahko spravimo skupaj vse alternirajoce
pare parov prve vrste.

Ce ni nobenih parov druge vrste, smo dobili poligon s simbo-
lom

alblal_lbl_lazbzaglbgl .. .anbna,zlbgl ,

ki nam da povezano vsoto torusov.

Zdaj moramo obravnavati Se poligone, pri katerih imamo v
tem koraku tako pare prve kot tudi druge vrste. Tu pa uporabimo
dejstvo, da je povezana vsota torusa in projektivne ravnine homeo-
morfna povezani vsoti treh projektivnih ravnin, kar bomo dokazali
v naslednji trditvi. Recimo, daima nas poligon m takih parov (m > 0)
druge vrste, ki se stikajo v po enem vrhu in n takih ¢etverk (n > 0)
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(a) (b)

Slika 4.12. Cetrti korak v dokazu izreka 4.2.1

robov, ki jih sestavljata po dva para prve vrste, ki se medsebojno
separirata (alternirata). Ta poligon nam da povezano vsoto n pro-
jektivnih ravnin in m torusov in ta povezana vsota je (po trditvi 4.2.3)
homeomorfna povezani vsoti m + 2n projektivnih ravnin.

|

TroITEV 4.2.3. Povezana vsota projektivne ravnine in torusa je homeo-
morfna povezani vsoti treh projektionih ravnin.

Dokaz. V prvem razdelku tega poglavja smo pokazali, da je pove-
zana vsota dveh projektivnih ravnin homeomorfna Kleinovi stekle-
nici. Zato zadosc¢a za dokaz te trditve, ¢e pokaZzemo, da je povezana
vsota projektivne ravnine in torusa homeomorfna povezani vsoti
projektivne ravnine in Kleinove steklenice. V ta namen si poblize
oglejmo, kaj pomeni povezana vsota poljubne ploskve N s torusom
ali Kleinovo steklenico.



124 Ploskve

Slika 4.13. Peti korak v dokazu izreka 4.2.1
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b A B’ b A’ B’
(a) (b)

Slika 4.14. Torus z luknjo (levo) in Kleinova steklenica z luknjo (desno)

Torus in Kleinovo steklenico lahko predstavimo kot ustrezni
kvocientni prostor pravokotnika, kot kaze slika 4.14.

Pri konstrukciji povezane vsote najprej izreZemo osenceni disk
(slika), izrezemo prav tak disk iz ploskve N in zlepimo (identifici-
ramo) rob luknje v torusu oziroma Kleinovi steklenici z robom luknje
v N. To lepljenje pa lahko izvedemo v dveh korakih: najprej nale-
pimo na ploskev N le tisti del torusa oziroma Kleinove steklenice, ki
je ustrezni kvocientni prostor pravokotnika ABA’B’ (tj. pravokotnik
ABA’B’ z zlepljenima stranicama AB in A’B’), v drugem koraku pa
nalepimo Se ostali del torusa oziroma Kleinove steklenice.

V prvem koraku pravzaprav izvedemo povezano vsoto s cevjo
ali cilindrom in kar dobimo je homeomorfno ploskvi N z dvema
luknjama (saj je cev homeomorfna 2-sferi z dvema luknjama in po-
vezana vsota ploskve z 2-sfero je spet prvotna ploskev). V drugem
koraku nalepimo na robova teh dveh lukenj ostanek torusa oziroma
Kleinove steklenice. V obeh primerih to pomeni, da povezemo ro-
bova teh dveh lukenj s cevjo, razlika paje v tem, da v primeru torusa
poveZemo robova lukenj tako, da se orientacija vzdolz dodane cevi
obrne, v primeru Kleinove steklenice pa ohrani. (Glej sliki 4.15 in
4.16.)

Naj bo zdaj nasa ploskev N Mdobiusov trak, ploskev, ki jo do-
bimo z lepljenjem torusa na N imenujmo P;, ploskev, ki jo dobimo
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Slika 4.15. Povezana vsota Mobiusovega traku in torusa

z lepljenjem Kleinove steklenice na N, pa imenujmo P,. Pokazimo,
da sta P; in P, homeomorfni ploskvi.

Razrezimo P; in P, vzdolZ ¢rte AB. V obeh primerih dobimo
povezano vsoto cilindra in torusa, ali, drugace receno, kvocientni
prostor povezane vsote pravokotnika in torusa, pri katerem zlepimo
znasprotno orientacijo en par nasproti lezecih stranic pravokotnika.
To pa pomeni, da sta P; in P, homeomorfna. (Glej sliko 4.17 na
naslednji strani!)

Kot smo Ze pokazali, dobimo projektivno ravnino z lepljenjem
roba diska na Mobiusov trak. Ker sta topoloska prostora dobljena
z lepljenjem torusa oziroma Kleinove steklenice na Mobiusov trak
homeomorfna, sta taka tudi prostora, ki ju dobimo, ¢e nalepimo
rob diska na rob vsakega od obeh omenjenih topoloskih prostorov.

Trditev je tako dokazana.
O
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Slika 4.16. Povezana vsota Mobiusovega traku in Kleinove steklenice

A

Slika 4.17. Rezultat rezanja prostorov iz slik 4.15 in 4.16 vzdolz daljice AB






Poglavje 5

Prostori funkcij

Za motivacijo si zamislimo naslednji problem: v neki mnozici S
funkcij med dvema danima prostoroma Zelimo poiskati tako funk-
cijo, ki ustreza nekemu pogoju minimalnosti; to je, imamo definirano
neko kriterijsko funkcijo e:S — R in iS¢emo tako funkcijo f € S, za
katero je e(f) = ming{e(g); g € S}. V takem primeru si véasih lahko
pomagamo tako, da uvedemo v mnozico funkcij S tako topologijo,
da je S kompakten prostor, e pa zvezna funkcija. Tedaj nam izrek
2.4.1 zagotavlja, da iskana funkcija f z lastnostjo minimalnosti ob-
staja. Seveda to nikakor ni edini primer situacije, v kateri je koristno
vpeljati v mnozice funkcij primerno topologijo.

Iste mnozice funkcij lahko opremimo z razli¢nimi naravnimi
topologijami. V tem poglavju si bomo ogledali le nekaj takih topo-
logij in nekaj najbolj enostavnih lastnosti raznih prostorov funkcij.

5.1 Enakomerna metrika

DeriNicyA. Naj bo (Y, d) metri¢ni prostor in d(a, b) = min{d(a, b), 1}
standardna omejena metrika na Y prirejena metriki 4. Naj bo X
poljubna mnoZica. Tedaj lahko na mnoZici Y* vseh funkcijiz X v Y

129
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definiramo metriko

p(f, 8) = supld(f(x), g(x))}
xeX
Tej metriki re¢emo enakomerna metrika inducirana z metriko d v pro-
storu Y.

Da je z zgornjim predpisom definirana preslikava p res me-
trika, preverite sami za vajo. Metrika p je dobila ime enakomerna
metrika zato, ker zaporedje funkcij f,: X — Y konvergira v metriki
p k funkciji f natanko tedaj, ko to zaporedje konvergira k f enako-
merno, tj. za vsako pozitivno Stevilo ¢ obstaja tako naravno Stevilo
N, da za vsak x € X velja d(f.(x), f(x)) < € za vsak n > N. Tudi to
preverite sami za vajo.

Izrek 5.1.1. Ce je prostor (Y,d) poln metricni prostor, je tudi prostor YX
poln metric¢ni prostor z enakomerno metriko p, inducirano z metriko d.

Dokaz. Najprej opazimo, da so vsa zaporedja v Y Cauchyjeva v
metriki d natanko tedaj, ko so Cauchyjeva v metriki d. Zato je tudi
(Y,d) poln metri¢ni prostor. Naj bo (f,) Cauchyjevo zaporedje v
(Y%, p). Ker za vsak dani x € X in za vsaki naravni §tevili m in n velja

A(fa(x), fu(2)) < p(fs fin)

je zaporedje slik f(x), fo(x), ... Cauchyjevo zaporedje v (Y, d). Zato je
to zaporedje tudi konvergentno v Y, njegovo limito ozna¢imo z v,.
Ker smo tako vsakemu x € X priredili neki y, € Y, smo dobili neko
funkcijo

f:X—Y, X Yy

Pokazimo, da je ta funkcija limita zaporedja (f,) v (Y%, p). Za dani
¢ > 0 obstaja tak N € N, da za poljubni n, m € N velja implikacija

n,m=N = p(fu, fu) < €/2.
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Slika 5.1. Funkcija g je iz e—okolice funkcije f v enakomerni metriki (¢ < 1)
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Zato velja za vsak x € X za iste n in m tudi

d(fa(x), fu(2)) < &/2.

Odtod pa sledi, ¢e povecujemo m preko vseh meja,

d(fu(x), f(x)) < €/2.

Ta neenakost velja za vsak x € X, ¢e jele n > N, zato velja tedaj tudi

p(fu f) S €/2<e,

in je f res limita zaporedja (f,) v metriki p.
O

Kot smo videli, nam je za zgornji rezultat zadoscalo, da je X
poljubna mnoZica. Ce pa je X tudi topoloski prostor, nas zanima,
kaj lahko re¢emo o prostoru C(X, Y) vseh zveznih funkcijiz X v Y.

Izrek 5.1.2. Naj bo X topoloski prostor, (Y, d) pa metricni prostor. Tedaj je
mnozica C(X,Y) vseh zveznih funkcij iz X v'Y zaprta mnoZica v prostoru
(Y%, p). Ce je (Y, d) tudi poln metricni prostor, je tedaj tudi C(X,Y) z
metriko p poln metricni prostor.

Dokaz. Najprej opazimo, da druga trditev izreka sledi neposredno
iz prve. Prostor YX je poln po prej$njem izreku 5.1.1, &e je C(X,Y)
zaprta mnoZica v polnem metri¢nem prostoru, je seveda tudi sama
poln metri¢ni prostor (gl. razdelek 2.3).

Zaprvo trditevizrekanajbo fi, f>, . . . zaporedje zveznih funkcij
iz X v Y, ki konvergirajo k funkciji f v metriki p. To pa pomeni, da
enakomerno konvergirajo k f. Tedaj pa je tudi f zvezna funkcija,
kot nam pove naslednji izrek.

a
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Izrek 5.1.3. (IZREK O ENAKOMERNI LIMITL) Naj bo f,: X — Y zapo-
redje zveznih funkcij iz topoloskega prostora X v metricni prostor Y. Ce
funkcije f, konvergirajo enakomerno k f, je tudi f zvezna funkcija.

Dokaz. Najbo V odprta mnozica v Y. Odprtost praslike (V) bomo
pokazali tako, da bomo vsaki tocki xy € f~1(V) poiskali tako okolico
U, ki je vsebovana v f~1(V).

Najprej izberemo tak ¢ > 0, da velja

K(f(x0), &) C V,

kjer je K(f(xp), €) krogla s srediS¢em f(xy) in polmerom ¢. Zaradi
enakomerne konvergence lahko najdemo za nas ¢ tak N € N, da za
vsakn € N, n > Nin vsak x € X velja

d(fu(x), f(x)) < /4.

Zaradi zveznosti funkcije fy obstaja taka okolica U za xy, da je

() € K(fn(xo),€/2),

Kjer je K(fn(xo), €/2) krogla s sredis¢em v fy(xo) in polmerom ¢/2.
Za x € U velja

d(f (xo), f(x)) < d(f(x0), fu(x0)) + d(fn(x0), fn(x)) + d(fn(x), f(x))

in ker po konstrukciji velja za prvi in tretji sumand, da sta manjsa
od ¢/4, drugi pa je manjsi od ¢/2, smo pokazali, da je za vsak x € U
razdalja d(f(xo), f(x)) manjSa od ¢ in je zato f(U) C V, kar smo Zzeleli
pokazati.

|
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VAJE.
1. Preverite, da je p res metrika na Y*.

2. Preverite, da zaporedje funkcij f,: X — Y konvergira v metriki
p k funkciji f: X — Y natanko tedaj, ko to zaporedje funkcij
konvergira enakomerno k f.

3. Poiscite tako zaporedje zveznih funkcij f,: X — Y, da za vsak
x € X zaporedje tock f,(x) konvergira k neki vrednosti F(x) € Y,
na ta nacin definirana funkcija F: X — Y pa ni zvezna.

5.2 Ascolijev izrek

Naj bo X poljubni kompaktni prostor. V tem razdelku si bomo
ogledali izrek, ki karakterizira kompaktne podmnozice v prostoru
C(X,R") z enakomerno topologijo.

Ker je X kompakten prostor, ni tezko pokazati, da je enako-
merna topologija inducirana z metriko

p(f, 8) = max{d(f(x), g},

kjer je d evklidska metrika v R". Zaradi kompaktnosti X so namre¢
razdalje d(f(x), g(x)) omejene (zato za definicijo topologije ni treba
uporabiti standardne omejene metrike d) in po izreku 2.4.1 lahko
supremum nadomestimo z maksimumom. Preverite to sami za
vajo!

V evklidskem prostoru so vse zaprte in omejene mnozice tudi
kompaktne. V prostoru C(X,R") pa to v sploSnem ne drzi. Za
kompaktnost potrebujemo Se eno lastnost — enakozveznost.

DeriNich1. Naj bo X topoloski prostor, (Y, d) metri¢ni prostor, J pa
neka mnozica v C(X, Y). MnoZica J je enakozvezna v tocki xy € X, ¢e
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za vsak ¢ > (0 obstaja taka okolica U tocke x, da velja

d(f(xo), f(x)) < &

za vsak x € U in vsako funkcijo f € F.
Mnozica J je enakozvezna, ¢e je enakozvezna v vsaki tockix € X.

Zveznost funkcije f v xo pomeni, da za vsak ¢ > 0 obstaja neka
taka okolica Uy tocke xo, da je d(f(x), f(x0)) < € za vsak x € Uy. V
druZzini F so lahko vse funkcije v xy zvezne, a za vsako funkcijo
f € F obstaja drugacna okolica Uy in prav lahko se zgodi, da za dani
pozitivni € nobena okolica U toc¢ke f ni dobra za vse funkcije f € .
Enakozveznost v toc¢ki xy druZine F pa pomeni, da za dani ¢ > 0
obstaja ena taka okolica U tocke x, ki je dobra za vse f € J.

TrpoITEV 5.2.1. Naj bo X kompakten topoloski prostor, (Y, d) kompakten
metricni prostor, I pa neka podmnoZica v prostoru C(X,Y). Tedaj je F
enakozvezna natanko tedaj, ko je totalno omejena v metriki p v C(X,Y).

Dokaz. Najprej pokazimo, da iz totalne omejenosti J sledi enakozve-
znost. Za dano toc¢ko xy € X bomo pokazali, da je I enakozvezna v
Xo.

Imejmo ¢ > 0. Ker je J totalno omejena, obstaja kon¢no mnogo
krogel (glede na metriko p)

B(fi,€/4),...,B(fu, €/4)

z radijem ¢/4, ki pokrijejo F. Ker je vsaka funkcija f; zvezna v tocki
Xp in je teh funkcij konéno mnogo, obstaja taka okolica U za x,, da
zavsaki=1,...,nvelja

d(fi(xo), fi(x)) < e/2, Cejex € U.

Enakozveznost bo sledila, ¢e pokazemo, da za vsak x iz U in vsako
funkcijo f € F velja d(f(x), f(x0)) < ¢.
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Najbo f € F. Tedajje f € B(f;,¢/4) zavsajeni € {1,...,n}in
za ta i velja

d(f(x), fi(x) < ef4, d(fix), fi(x)) < e/2, d(filxo), f(x0)) < &/4.

Iz trikotniSke neenakosti tedaj sledi

d(f(x), f(x0)) < d(f(x), fi(x)) + d(fi(x), fix0)) + d(fi(x0), f(x0)) < €.

PokaZimo Se, da iz enakozveznosti sledi totalna omejenost.
Naj bo J enakozvezna in naj bo ¢ > 0. Pokazati moramo, da lahko
mnoZzico J pokrijemo s konéno mnogo metri¢nimi kroglami z radi-
jem ¢. Zaradi enakozveznosti lahko za vsak x € X najdemo tako
okolico U, tocke x, da velja

d(f(x), f(y) < e/4

za poljubno toc¢ko y € U, in funkcijo f € F. Zaradi kompaktnosti
obstaja Ze kon¢no mnogo takih tock x;, ..., x; v X in njihovih okolic
U; = Uy, davelja

d(f(x), f(x)) < e/4
za poljubno totko x € U; in funkcijo f € Finje X = U U;. Po-
krijmo Se prostor Y s kon¢no mnogo metri¢nimi kroglami V7, ..., V,,
s premerom manjsim od &/2.

Naj bo | mnozZica vseh funkcij {1,...,k} — {1,...,m}. Ce za
dano funkcijo @ € | obstaja kaksna taka funkcija f € J, ki preslika
vsako tocko x;, i =1,...,k, v V,;, izberimo eno tako in jo ozna¢imo
z f,. Ozna¢imo z |’ tisto podmnoZico funkcij a v ], za katero obstaja
fa- Ker je v | konéna mnozica funkcij, je tudi J” kon¢na. V nadaljeva-
nju bomo pokazali, da kon¢na mnoZica {B,(f,, €);a € ]’} metri¢nih
krogel pokrije J.

Najbo f € F. Zavsaki =1,...,knajbo a(i) neko tako stevilo,
da je f(x;) € V,i. Na ta nac¢in smo dobili neko funkcijo a € J'.
Trdimo, daje f € B,(fa, €).
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Naj bo x € X in naj bo i tak, da je x € U,. Tedaj velja
d(f(x), filx)) < e/4, d(f(x), folx) < /2,  d(falxi), fa(¥)) < €/4.

Iz trikotniSke neenakosti tedaj sledi

d(f(x), fa(x)) < d(f(x), fi(x)) + d(f(x:), fa(x0)) + d(fa(x:), fa(x)) < €.

Ker ta neenakost velja za vsak x € X, dobimo

p(f, fa) = max{d(f(x), fa(x))} < €.

S tem smo za poljubno funkcijo f € J pokazali, da je f € B,(fa, €)
zanek a € |, torej je T C UuepB,(fa, €). Ker je bil € poljuben in |’
kon¢na mnoZica, je J totalno omejena mnozica v (C(X, Y), p).

a

Izrek 5.2.2. Naj bo X kompakten topoloski prostor in C(X, R") z metriko
p opremljen metricni prostor vseh zveznih preslikav iz X v evklidski prostor
R". Tedaj je mnoZica § v C(X, R") kompaktna natanko tedaj, ko je zaprta,
omejena in enakozvezna.

Dokaz. Preden dokazemo obe implikaciji, pokaZzimo, da je za ome-
jeno mnozico ¥ v C(X, R"), mnoZica {f(x); f € F,x € X} vsebovana v
neki kompaktni mnozici Y ¢ R” in zato F € C(X, Y).

Naj bo f; € F. Ker je I omejena, obstaja tako realno Stevilo
M > 0, da velja p(fo, f) < M za poljuben f € J. Ker je X kompakten
prostor, fy pa zvezna preslikava, je tudi fy(X) kompaktna mnozica v
R", zato je omejena in tako vsebovana v neki krogli B(0, N) v R". V
tem primeru pa je mnozica f(X) vsebovana v krogli B(0, M + N) za
poljuben f € F. Najbo Y zaprta krogla B(0, M + N), po konstrukciji
velja f(x) € Yzavsakx € Xin f € .

Naj bo zdaj I kompaktna mnoZica in dokazimo, da je zaprta,
omejena in enakozvezna. Izizreka 2.3.3 sledita zaprtost in omejenost
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v metriki p. Po prvem delu tega dokaza je F vsebovana v kompaktni
podmnozici C(X,Y), kjer je Y kompaktna mnoZica v R", torej je
J kompaktna. Iz izreka 2.3.2 sledi, da je J tudi totalno omejena
mnozica, to pa po trditvi 5.2.1 zados¢a za to, da je J enakozvezna.
Dokazimo 3e drugo implikacijo: naj bo J zaprta, omejena in
enakozvezna mnozica v C(X,R") in pokaZimo, da je J tudi kom-
paktna. Ker je F zaprta podmnoZica polnega metri¢nega prostora
C(X,R"), je tudi sama poln metri¢ni prostor. Ker je I omejena, je po
prvem delu tega dokaza vsebovana v nekem podprostoru C(X, Y)
prostora C(X,R"), kjer je Y kompaktna mnozica v R". Ker je F
enakozvezna in sta prostora X in Y kompaktna, nam trditev 5.2.1
zagotavlja, da je F totalno omejena. Iz izreka 2.3.2 pa sledi, da je
tudi kompakitna.
O

Opomba. Ascolijev izrek se da posplositi na mnoZice funkcij v
poljubni metri¢ni prostor, gl. npr. [7].

VAJE.
1. Naj d. oznacuje supremum metriko na R", tj.
Aoo((X1, .-, Xn), (Y1, -+, Yn)) = sup |x; — yil.
Oznacimo z p. metriko v C(X, R"), ki jo dobimo iz metrike d,
podobno kot smo definirali na za¢etku razdelka metriko p v
C(X,R") s pomogjo metrike d v R". PokaZite, da sta metriki p

in p., ekvivalentni.

2. Pokazite, da je za kompakten prostor X metrika p v C(X, R")
res ekvivalentna enakomerni metriki p.
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3. Poiscite tako druzino JF zveznih funkcij med dvema prosto-
roma, ki v neki tocki ni enakozvezna. (Namig: poglejte po-
tence x — x" na [0,1].)

5.3 Topologija konvergence po tockah

Poleg enakomerne topologije obstajajo Se drugacne, a tudi naravne
topologije v mnoZici funkcij C(X,Y). Tu si poglejmo topologijo v
prostoru vseh funkcij YX (in tako tudi v podprostoru zveznih funkcij
C(X,Y)), v kateri zaporedje funkcij konvergira natanko tedaj, ko
konvergira »po tockah« kot re¢emo v analizi.

DEeriNicija. Naj bosta X in Y topoloska prostora. Za dano tocko
x € X in odprto mnozico U C Y definirajmo mnoZico funkcij

S(x, U) = {f € YX; f(x) e U}

Tedaj vsi konéni preseki S(xq, U1) N ... N S(x,, U,) takih mnoZic se-
stavljajo bazo neke topologije v Y¥, ki ji re¢emo topologija konvergence
po tockah.

Bazi¢na okolica neke funkcije f v Y je tedaj mnozZica vseh
funkcij iz nekega preseka S(x1, Uy) N...N S(x,, U,). Priblizno re¢eno,
je okolica funkcije f v tej topologiji mnozica vseh funkcij, ki se v
danih kon¢no mnogih to¢kah x;, ..., x,, ne razlikujejo veliko od f (v
vseh ostalih tockah pa imajo popolnoma poljubne vrednosti).

Izrek 5.3.1. V prostoru YX zaporedje (f,) konvergira v topologiji konver-
gence po tockah k funkciji f natanko tedaj, ko za vsak x € X konvergira
zaporedje tock (f.(x)) € Y k tocki f(x).

Dokaz. Naj zaporedje (f,,) konvergira k f v topologiji konvergence
po toc¢kah. Tedaj za vsako okolico S(x, U), dolo¢eno samo s tocko



140 Prostori funkcij

M
M
U3
UV
01 N
[%)
] 3 \e/ ]
X1 X2 X3 X4
M
\/<
N
U4

Slika 5.2. Okolica funkcije v metriki konvergence po tockah
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x € X in odprto okolico U C Y tocke f(x), funkcije f obstaja tako
naravno Stevilo N, da za vsak > N velja f, € S(x, U). To pa pomeni,
da za vsakn > N velja f,(x) € U. Zaporedje f,(x) torej res konvergira
k f(x) za vsak x € X.

Dokazimo $e drugo implikacijo: naj zaporedje (f,.(x)) konver-
girak f(x) za vsak x € X in pokaZimo, da tedaj konvergira zaporedje
funkcij (f,) v topologiji konvergence po tockah k funkciji f. Pokazati
moramo torej, da so v vsaki okolici oblike S(xq, U1) N ... N S(xx, Uy),
kjer so U; okolice tocke f(x;), vse funkcije f, od nekega n naprej. Za
to zados¢a, da so v vsaki okolici S(x;, U;) vse funkcije f, od nekega
n naprej. To pa o€itno drZi, saj po predpostavki zaporedje f,(x;)
konvergira k f(x;), U; pa je okolica tocke f(x;).

O

Topologija konvergence po tockah ima to slabo lastnost, da v
njej mnozZica zveznih funkcij ni nujno zaprta. NajboI = [0,1] C R,
tedaj zaporedje zveznih funkcij f,(x) = x" € I' konvergira v topologiji
konvergence po toc¢kah k funkciji f(x), ki pa ni zvezna v tocki x = 1.

Vaja. DokaZite, da konéni preseki mnozic oblike S(x, U) res defini-
rajo bazo neke topologije v Y*.






Poglavije 6

Linearni topoloski prostori

Linearni topoloski prostor je vektorski prostor, v katerem je dana
taka topologija, da je seStevanje dveh vektorjev zvezna preslikava
in tudi produkt vektorja s skalarjem je zvezna preslikava. Zaradi
dveh struktur v takem prostoru uporabljamo tudi razli¢ne izraze
za iste stvari. Elementom takega prostora na primer re¢emo vcasih
vektorji, v€asih pa tocke.

V tem poglavju omenimo definicijo linearnih topoloskih pro-
storov, ogledamo si nekaj pomembnih primerov. Osredoto¢imo se
na nacine s katerimi je v takih prostorih dolo¢ena topologija. Ve¢ o
linearnih topoloskih prostorih si lahko preberete v [9].

Za zacetek ponovimo definicijo vektorskega prostora.

DEerINICcyE. Mnozica V skupaj z operacijama seStevanje VXV — V
in mnozenje s skalarjem F X V' — V je vektorski prostor nad poljem I,
Ceje

1. (V,+) Abelova grupa, tj. seStevanje v V je asociativno in ko-
mutativno, zanj obstaja nevtralni element v V in vsakemu ele-
mentu iz V obstaja nasprotni element za seStevanje;

2. za mnoZenje s skalarjem velja

143
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(@) A(uv) = (Au)v za poljubne elemente A, u € F,v € V,
(b) (A + u)v = Av + pv za poljubne elemente A,y € F,v € V,
() A(u +0) = Au + Av za poljubne elemente A € F,u,v €V,

(d) lu=uzavsakueV.

Elementom v V re¢emo vektorji, elementom v F pa skalarji.

Podmnozici W C V rec¢emo linearni (ali vektorski) podprostor
vektorskega prostora V, Ce je zaprta za seStevanje in mnoZenje s
skalarjem.

Naj bo A poljubna podmnoZica vektorskega prostora V. Naj-
manjSemu linearnemu podprostoru v V, ki vsebuje A, re¢emo line-
arna lupina mnoZzice A in oznac¢imo z L(A).

Preslikavi f:V — U iz vektorskega prostora V nad F v vek-
torski prostor U nad F re¢emo linearna preslikava ali linearna trans-
formacija, e za poljubna vektorja vy, v, € V in poljubna skalarja a,
velja

flavy + Bva) = af(v1) + Bf(v2).

6.1 Definicija

DEeriNICcIJA. Vektorski prostor V nad obsegom F = RaliF = C
imenujemo linearni topoloski prostor ali topoloski vektorski prostor, &e je
V tudi tak topoloski prostor, da sta preslikavi

1. seStevanje
VXV —V, Wov)—u+v

2. mnoZenje s skalarjem

FxV—V, (Av)— Av
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zvezni, kjer sta produkta VXV in FXV opremljena s produktno
topologijo in F s topologijo, ki jo poraja obicajna evklidska
metrika (d(A, p) = |A = ul).

Preden si ogledamo nekaj primerov linearnih topoloskih pro-
storov, dokaZimo Se kak$no zanimivo trditev, s katero si olajSamo
pregled nad takimi prostori.

TrortEV 6.1.1. Naj bo V linearni topoloski prostor in a € V poljubni
vektor v njem. Tedaj je premik ali translacija za vektor a, to je preslikava

P:,V—YV, vea+o,

homeomorfizem.
Tudi razteg za poljubni skalar A € I\ {0}, to je preslikava

Ry:V—V, v Av,
je homeomorfizem.

Dokaz. Preslikavi P, in P_, sta si inverzni preslikavi in zato obe bijek-
ciji. Preslikava P, je zoZitev seStevanja, to je zoZitev preslikave 1 in je
zato zvezna. Podobno velja za P_, = P;!, zato je P, homeomorfizem.
Tudi preslikava R, je zozitev mnoZenja s skalarjem, to je pre-
slikave 2, zato je zvezna preslikava. Njej inverzna preslikava je Ry,

ki je tudi zvezna. Tako je tudi Ry, homeomorfizem.
O

PosLEDpICA 6.1.2. V linearnem topoloskem prostoru je topologija natanko
dolo¢ena z druZino odprtih mnoZic, ki vsebujejo tocko 0, to je, z druZino
odprtih okolic tocke 0. V takem prostoru so vse okolice poljubne tocke x
oblike x + U, kjer je U okolica tocke 0.
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Dokaz. Naj bo U poljubna neprazna odprta podmnozica linearnega
topoloskega prostora V in u € U poljubna to¢ka v U. Ker je premik
za vektor —u homeomorfizem, je U odprta mnoZica natanko tedaj,
ko je —u + U odprta mnoZica. Po konstrukciji pa —u + U vsebuje
tocko 0 in je tako njena odprta okolica.
Vsaka okolica W tocke v vsebuje neko odprto okolico U tocke
vin —v+ W D —v + U, ki je odprta okolica toc¢ke 0. Obratno, ¢e je W
okolica tocke 0, je v+ W okolica tocke v, saj homeomorfizem preslika
okolice na okolice.
a

Vaji.

1. Dokazite, da netrivialni vektorski prostor (fj. tak, ki ni enak
trivialnemu vektorskemu prostoru {0} z eno samo tocko) z
diskretno topologijo ni linearni topoloski prostor. (Namig:
Naj bo x vektor v tem prostoru, ali zaporedje x/n, za n € N,
konvergira v diskretni topologiji?)

2. Dokazite, da je evklidski prostor R", n € N, linearni topoloski
prostor nad obsegom R.

6.2 Sistemi okolic

V tem razdelku bomo podali karakterizacijo sistemov okolic. Ze v
poglavju o topoloskih prostorih smo obljubili, da bomo o vpeljavi
topologije s pomocjo sistemov okolic spregovorili tu. Zaradi posle-
dice 6.1.2 je to posebej elegantno v linearnih topoloskih prostorih, saj
je v njih topologija natanko dolo¢ena s tem, da vemo kaj so okolice
tocke 0.
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Izrek 6.2.1. Naj bo X neprazna mnoZica. Za vsako tocko x € X imejmo
dano tako druzino U, podmnoZic mnoZice X, da za vsako od njih veljajo
naslednje lastnosti:

1. cejel € Uy, jex € U;
2. cejeUeUyinjell CV,jetudi Ve Uy,
3. izUj€eUy, zai=1,2,...,n,sledi N'U; € Uy,

4. za vsako mnoZico U € U, obstaja taka mnoZica V€ Uy, daizy € V
sledi U € U,.

Tedaj vse te druzine U,, za x € X, dolocajo natanko eno topologijo v X, za
katero je U, sistem okolic tocke x (tj. mnoZica vseh okolic tocke x).

Ce je (X, T) topoloski prostor, za sisteme okolic U, tock x € X veljajo
vse zgoraj nastete lastnosti.

Imejmo v mnoZici X dve druZini sistemov okolic {U;x € X} in
{Vy; x € X} in naj za vsak x € X velja U, C V,. Tedaj je topologija 8, ki jo
inducira V; x € X} finejsa od topologije T, ki jo inducira {U,; x € X}.

Dokaz. Najprej dokazimo, da vse druzine U,, x € X, dolo¢ajo neko
topologijo. Najbo p druzina tistih podmnoZic M C X, za katere velja
implikacija

xeM=Mcel, (6.1)

in prazne mnozice (). Preverimo, da je p topologija na X. Zaradi
lastnosti 2 je poljubna unija elementov iz p ocitno tudi v p. Iz
lastnosti 3 sledi, da je presek konéno mnogih elementov iz p tudi v
p. O¢itno sta tudi X in @ v p. DruZina p torej je neka topologija na X.

Alije druZina U, sistem okolic tocke x za topologijo p? Najprej
dokaZimo, da je vsaka mnozica U € U, okolica za x v topologiji p, to



148 Linearni topoloski prostori

je, da vsebuje neko tako mnozico V € p, dajex € V. Za U € U, naj
bo
U={yel;UceclU,l.

Ker je x € U’ € U, moramo pokazati le Se, daje U' € p. Zay e U’
moramo torej pokazati, da je U’ € U,. Ker je U € U,, po lastnosti 4
obstaja taka podmnoZzica V € U, v U (iz tocke 1 namre¢ sledi, da je
mnozica V' v tocki 4 podmnozica v U), da za vsak z € V velja U € U..
To pa pomeni, daje V C U’ in tako po tocki 2 tudi U’ € U,.. Tako smo
pokazali, da so mnozice iz U, res okolice tocke x glede na topologijo
p.

PokaZimo Se obratno, naj bo W okolica tocke x glede na topo-
logijo p in pokazimo, daje W € U,. Ker je W okolica tocke x, obstaja
neka mnozica U € p,daveljax € U C W. Po konstrukciji p, je U € U,
in zato po tocki 2 tudi W € U,.

Pokazali smo, da obstaja topologija, ki ima {U,; x € X} za dru-
Zino sistemov okolic. Ali je to edina taka topologija? Da, saj so po
trditvi 1.1.2 odprte mnoZice s sistemi okolic natanko dolocene.

Pokazimo 3e to, da v topoloSkem prostoru za sistem okolic
poljubne tocke x veljajo lastnosti 1-4. Prvi dve lastnosti sledita
neposredno iz definicije okolic. Tretjo lastnost, da je presek kon¢no
mnogo okolic U; to¢ke x tudi okolica tocke x dobimo takole: za
vsako okolico U; obstaja odprta mnozica V;, da je x € V; C Uj; ker
je N;V; odprta mnoZica in je N;V; C N;U; je tudi N;U; okolica tocke x.
Lastnost 4 tudi sledi iz definicije okolice, za V lahko vzamemo tako
odprto okolico tocke x, da veljax € V C U.

PokaZzimo Se zadnjo trditev izreka. Ker za vsak x € X velja
U, C V,, za poljubno podmnoZico M C X velja

MelUl, — MeV,

in po konstrukciji topologije iz sistemov okolic (6.1) sledi M € p =
M € o in je topologija o res finejSa od topologije p.
a
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Vcasih okolice dane tocke laZje opiSemo s posebnimi okoli-
cami.

DEeriNicija. Naj bo X topoloski prostor in U, sistem okolic tocke
x € X. Druzini B, c U, re¢emo baza okolic tocke x, ¢e velja: za vsak
U € U, obstaja tak V € B, daje V c U.

En tak primer so okolice v metri¢nih prostorih, kjer bazo okolic
tocke x sestavljajo metri¢ne krogle s srediS¢em v x.

TRDITEV 6.2.2. Naj bosta v mnoZici X dani topologiji T in o. Ce je
{By;x € X} druZina baz okolic za topologijo T, {Cy;x € X} pa druZina
baz okolic za topologijo o in velja B, C C, za vsak x € X, je topologija o
finejsa od topologije .

Dokaz. Dokaz sledi neposredno iz izreka 6.2.1 in definicije baze
okolic.
|

PosLEDICA 6.2.3. V vektorskem prostoru X naj bosta dani dve taki topo-
logiji T in o, da sta (X, ) in (X, 0) linearna topoloska prostora. Naj bo B
baza okolic nica v X glede na topologijo T, C pa baza okolic nica v X glede
na topologijo . Ce velja B C C, je topologija o fineja od topologije T.

Dokaz. Dokaz sledi neposredno iz zgornje trditve in posledice 6.1.2.
O

6.3 Okolice nic¢a

V prejdnjih razdelkih smo ugotovili, da je v linearnem topoloskem
prostoru topologija podana s sistemom okolic nica (tj. tocke 0). V tem
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Slika 6.1. Mnozici A in B

razdelku pa bomo karakterizirali sisteme okolic ni¢a v linearnem
topoloskem prostoru.

DEeriNicE. Naj bo X linearni topoloski prostor. Mnozica A € X
je absorbirujoca, ¢e za vsak vektor x € X obstaja tako realno Stevilo
Ay >0, da velja

A>A, = x€eAA.

MnoZica A C X je uravnovesena, e je za vsak x € Ain tak A € F, da
jelAl <1, tudi Ax € A.

PriMER. MnoZica A na sliki 6.3 ni absorbirujo¢a. MnoZica B na sliki
6.3 je uravnovesena, e jo gledamo v R? nad R, ni pa uravnovesena,
¢ejo gledamo v Cnad C.

&
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TrpITEV 6.3.1. Naj bo X linearni topoloski prostor. Tedaj velja:

1. vsaka okolica nica je absorbirujoca;

2. za vsako okolico U nica obstaja taka okolica V nica z lastnostjo
V+VvVcl;

3. v vsaki okolici ni¢a obstaja uravnovesena okolica nica.

Dokaz. 1) Naj bo U okolica ni¢a in x € X. Po definiciji LTP je
mnoZenje s skalarjem zvezno kot funkcija dveh spremenljivk. Torej
je tudi preslikava ene spremenljivke F — X, A — Ax zvezna v tocki
A = 0. To pomeni, da za vsako okolico U ni¢a v X obstaja tak ¢ > 0,
da iz |A| < € sledi Ax € U. Za vsak 1/A, za katerega je 1/A > 1/,
velja x € 1/AU. Torej je U absorbirujoca.

2) Ker je seStevanje v LTP zvezno, dobimo (zaradi zveznosti
v tocki (0,0)) za dano okolico U nica taki okolici V; in V;, da je
Vi+V,cU. ZaV:VlﬁszetorejV+VCV1+V2CU.

3) Upostevamo, da je mnoZenje s skalarjem zvezno tudi v tocki
(0,0). Za okolico U nica obstajata tak pozitivni skalar « in okolica V
nica, da velja AV C U za vse |A| < a. Definirajmo

Ker so vse omenjene mnozice AV C U, je tudi W c U. Pokazimo,
da je mnoZica W uravnoveSena. Najbo x € W in |u| < 1, pokazati
moramo, da je tudi ux € W. Po konstrukciji Wijex € AV zaneki A z
Al < a. Tedajveljatudi|uA| < @inzato (uA)V € Winux € uyAV Cc W,
torej ux € W za vse u z |u| < 1. W je res uravnovesena.

O

IzrEk 6.3.2. Naj bo X linearni topoloski prostor. Obstaja taka baza B
okolic nica v X, da so vse mnoZice v B absorbirujoce in uravnovesene in za
vsak U € B obstaja taka mnoZica V € B, daveljaV +V C U.
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Dokaz. Naj bo B druZina vseh uravnovesSenih okolic ni¢a v X. Po
zgornji trditvi 6.3.1 so vse te mnozice tudi absorbirujoce. Po isti
trditvi najdemo za poljubni U € B tudi tako okolico V nica, za
katero velja V + V c U. Ce V $e ni uravnovesena, dobimo v njej po
6.3.1 tako uravnoveseno okolico Wnica, davelja W+W c V+V c U.

a

Obratno pa velja naslednji izrek.

IzrEk 6.3.3. Naj bo v vektorskem prostoru X dana druZina B podmnoZic
z lastnostmi

1. vsaka mnoZica v B je absorbirujoca;
2. vsaka mnoZica v B je uravnovesena;

3. za vsako mnoZico U € B obstaja taka mnoZica V € B, da velja
V+Vcu;

4. za poljubna U,, U, € B obstaja taka W € B, da je W C Uy N U,.

Tedaj obstaja natanko ena taka topologija v X, da je X linearni topoloski
prostor in B je baza okolic nica za to topologijo.

Dokaz. Pokazimo najprej, da je B baza okolic ni¢a in x + B baza
okolic to¢ke x za neko topologijo. Definirajmo druZzino U tako, da je
U € U natanko tedaj, ko obstaja tak V € B, daje V C U. S pomocjo
izreka 6.2.1 bomo pokazali, da je U res sistem okolic tocke 0 in da je
za poljubno to¢ko x € X druzina U, = x + U sistem okolic tocke x.

Ker so mnozice v B uravnovesene, vsebujejo tocko 0 in tako
tudi vse mnoZice iz U vsebujejo 0. Podobno tudi vse mnoZice iz
druZine x + U vsebujejo tocko x. Pokazali smo torej lastnost 1 izreka
6.2.1.
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Po definiciji druZine U velja tudi lastnost 2 izreka 6.2.1, namre¢
ta, da je vsaka mnozica, ki vsebuje neko okolico tocke x tudi sama
okolica tocke x.

Zaradi lastnosti 4 je v preseku konéno mnogo mnozic iz B spet
neka mnoZica iz B. Zato je presek kon¢no mnogo mnozic iz U spet
v U in podobno presek kon¢no mnogo mnozic iz x + U spet v x + U.
Pokazali smo lastnost 3 izreka 6.2.1.

Pokazati moramo Se lastnost 4 izreka 6.2.1. Ta pravi, da za
vsako mnoZico U € U, obstaja taka mnozica V € U,, daizy € V
sledi U € U,. Za dano mnoZzico U € B vzemimo tako mnozico
V € B, davelja V+V c U. Tedaj za poljubno tocko y € V velja
y+VclUinjetakoU € y +U.

Po izreku 6.2.1 obstaja v X natanko ena taka topologija, da je
druZina x + U sistem okolic tocke x in tako x + B baza okolic tocke
x. Pokazati moramo 8e, da ta topologija naredi vektorski prostor
X za linearni topoloski prostor. To pomeni, da moramo pokazati
zveznost seStevanja in produkta s skalarjem.

Lastnost (3) pove, da je seStevanje vektorjev zvezno v tocki
(0,0). Odtod pa takoj dokaZemo tudi zveznost seStevanja v poljubni
tocki (x, y): v poljubni okolici x + 1 + W tocke x + i je vsebovana neka
bazi¢na okolica x + y + U, U € B in po lastnosti (3) dobimo okolico
V € B, da za seStevanje velja

x+Vy+V)ymx+y+V+VCx+y+UCx+y+W.

Nekaj ve¢ dela pa bo z dokazom, da je tudi mnoZenje s ska-
larjem zvezno. Najbo A € F, x € X in naj bo U okolica tocke Ax.
Za zveznost bomo morali najti tako ¢-okolico za A € F in tako oko-
lico x + T za x € X, da se bo njun kartezi¢ni produkt preslikal pri
mnoZenju s skalarjem v U.

Po definiciji U,, obstaja taka mnoZica V € B, da velja Ax +
V c U. Po lastnosti (3) obstajata mnozici W in W v B, da velja
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W+WcCcVinW+WcWinkerje0eW,velja
W+W+W=W+W+W+0cW +W cCV. (6.2)
Najdimo tako okolico T € B nica, da velja
AT CW. (6.3)

To naredimo tako, da najprej pois¢emo tako naravno stevilo 1, da
velja

n<|Al<n+1
in potem podobno kot smo nasli W z veckratno uporabo lastnosti
(3) pois¢emo T € B, za katero velja

T+---+TcCcW.
N’

n+l
Povrnimo se nazaj k mnozZici W. Ker je W po (1) absorbirujoca
najdemo tak ¢, daje 0 < € < 1 in velja implikacija

n<e=—nxeW. (6.4)

Naj bo & tak skalar, daje | —A] < ¢ < linnajboy € x +T.
Tedaj velja

Sy—Ax=(E-Ax+Ay—-x)+(E -y —x). (6.5)

Po implikaciji (6.4) je (£ — A)x € W. Po lastnosti (6.3) je A(y — x) €
AT CW. Kerjey—-x€T,|E— Al <e <1linje T uravnovesena, velja
tudi

E-MNy—-x)eTcCcW.

Po enakosti (6.5) in lastnosti (6.2) je torej Sy —Ax e W+ W+ W C V
alidye Ax+VclUzavsey€x+Tin s |E — Al < e. Dokazali smo
zveznost mnoZenja s skalarjem v poljubni tocki (A, x).

O
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TRDITEV 6.3.4. Linearni topoloski prostor X je Hausdorffov natanko tedaj,
ko za vsak element x # 0 v X obstaja taka okolica U nica v X, da velja
x ¢ U

Dokaz. Ce je X Hausdorffov linearni topologki prostor, obstajata za
vsak x # 0 disjunktni okolici za x in 0.

Obratno, naj bosta x in y razli¢ni tocki v X. Tedajjex—y # 0 in
po predpostavki obstaja taka okolica U tocke 0, ki ne vsebuje x — v.
V U obstaja taka uravnovesena okolica V nica, da velja V + V c U.
Tedaj sta x + V in y + V disjunktni okolici toc¢k x in y, saj veljajo
implikacije

zex+VNy+V=0cz-ye(x-n+V)NV=x-y)eV+V.

O

Za zveznost linearne preslikave je dovolj zveznost v eni sami
tocki, kot nam pove naslednji izrek.

IzrREK 6.3.5. Naj bo A: X — Y linearna preslikava iz linearnega topolos-
kega prostora X v linearni topoloski prostor Y. Tedaj je A zvezna na X, ce
je zvezna v kaksni tocki x € X.

Dokaz. Naj bo A zvezna v x. To pomeni, da za poljubno okolico
A(x) + U slike, kjer je U okolica ni¢a v Y, obstaja taka okolica x + V
JKjer je V okolica ni¢a v X, ki se z A preslika v A(x) + U.
Ker je A linearna, iz A(x + V) = A(x) + A(V) C A(x) + U sled;,
da je A zvezna v tocki 0 € X, saj se v poljubno okolico U ni¢a v Y
preslika ta izbrana okolica V ni¢a v X. Odtod pa sledi tudi zveznost
v poljubni tocki z € X, saj so vse okolice tocke A(z) oblike A(z) + U,
kjer je U okolica ni¢a v Y in tudi okolice tocke z oblike z + V, kjer je
V okolica ni¢a v X.
a
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Zato zados¢a, da zveznost linearne preslikave med linearnimi
topoloskimi prostori preverimo le v tocki 0.

DEeriNIcjA. Naj bosta X in Y linearna topoloSka prostora in naj bo
A: X — Y tak izomorfizem vektorskih prostorov, ki je zvezen in je
tudi njegov inverz A™1:Y — X zvezna preslikava. Tedaj recemo
preslikavi linearni homeomorfizem, za prostora X in Y pa re¢emo, da
sta linearno homeomorfna.

VAJE.

1. Najbo A absorbirujo¢a mnoZica v vektorskem prostoru V in naj
bo A C B C V. Dokazite, da je tudi B absorbirujo¢a mnoZica.

2. Dokazite, da maksimum metrika
d((xll ceey xlfl)/ (yll ceey yn)) = miax{lxi - yll}

inducira topologijo linearnega topoloskega prostora vIR". Nato
s pomocjo posledice 6.2.3 inizreka 1.2.2 dokaZite, da je dobljena
topologija v R" ekvivalentna evklidski topologiji.

3. Ali je druzina mnozic {(a,b) X R;a,b € R,a < b} v R? baza za
topologijo linearnega topoloskega prostora? Ali je R? opre-
mljen s tako topologijo Hausdorffov prostor? Katere linearne
preslikave iz tega prostora v evklidski prostor R? so zvezne?

6.4 Primeri

1. Najbolj enostavna primera linearnih topoloskih prostorov sta
kar R (nad R) in C (nad C).
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2. Naslednji primeri so F" z evklidsko topologijo, kjer je F = R ali
F = C. To, da so to LTP najlazje pokaZemo tako, da preverimo,
da druzina B vseh odprtih krogel s srediS¢em v 0 zadosca
vsem pogojem izreka 6.3.3 o bazi okolic ni¢a v linearnem to-
poloskem prostoru. Vse te krogle so ocitno absorbirujoce in
uravnovesene; za dano kroglo K(0, r) z radijem r in srediS¢em
v 0 velja za kroglo K(0,r/2), da je

K(0,7r/2) + K(0,7/2) Cc K(0,7);

presek kon¢nega Stevila takih krogel je spet taka krogla in to
kar tista z najman;jsim radijem.

3. Naj ima vektorski prostor X normo, to je tako preslikavo
- X—R, x|l
za katero velja

(a) za vsak x € X veljal|x|| > 0 in velja ekvivalenca ||x]| = 0 &
x=0;

(b) NlAx[| = [Allx]l;
(©) llx + yll < llxll + [lyll.

Tedaj je X linearni topoloski prostor v katerem bazo okolic nic¢a
tvorijomnoZzice B(0,7) = {x € X;||x|| < r}. Brez teZav preverimo,
da so vse te mnoZice absorbirujoce in uravnovesene, spet velja

B(0,7/2) + B(0,r/2) c B(0,r)

in tudi presek konc¢nega Stevila takih mnoZic je spet kar enak
tisti, ki ima najmanjsi radij. Po izreku 6.3.3 je X res linearni
topoloski prostor. Norma na linearnem topoloSkem prostoru
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X doloca na njem tudi metriko s predpisom d(x, y) = ||x — y||;
za vajo lahko preverite, da norma in metrika dolocata isto
topologijo na X.

Na R" lahko definiramo norme
et oo Xl = (P + -+ + [xaP)'P,

kjer je p > 1 realno Stevilo. Poleg tega lahko definiramo tudi
normo
I(x1, ..., x0)lleo = max{lxjl; 1 < j < nj.

S pomocjo posledice 6.2.3 ni teZko pokazati, da vse te norme
porodijo kar evklidsko topologijo.

Primer normiranega linearnega topoloskega prostora je tudi
prostor C([0, 1]) vseh zveznih funkcij iz intervala [0, 1] v R. Ker
jeinterval [0, 1] kompakten, vsaka zvezna funkcija f:[0,1] — R
na njem doseZe v neki to¢ki maksimum in zato lahko v C([0, 1])
definirano normo

[ flleo = max [f(x)].

x€[0,1]

Brez tezav lahko ugotovimo, da so vse potence x +— x" v
C([0,1]) linearno neodvisne, kar nam pove, da je C([0, 1]) ne-
skon¢no dimenzionalen LTP.

V nekaterih primerih je norma v LTP porojena s skalarnim
produktom. Skalarni produkt v vektorskem prostoru X nad
obsegom F = R ali F = C je taka preslikava

XXX —F, (x,y) — (x, )
da velja za poljubne vektorje x, v,z € X in skalar A € F:

(@) (x+y,z) =(x,2) +(y,2);
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(b) (Ax,y) = Kx,y);
() (x,y) =(y,x) (CejeF =C; cejeF = R, velja(x, y) = (y,x));
(d) (x,x)20in{(x,x) =0 x=0.

Skalarni produkt (-, -) porodi normo || - || s predpisom

lIxIl = V/{x, x).

Konkretni primer linearnega topoloskega prostora s skalarnim
produktom (v [10] se za take prostore uporablja izraz unitarni
prostor) je prostor C([0, 1]) zveznih funkcij iz [0, 1] v R s skalar-
nim produktom

1
) = f fedx,

za poljubni funkciji f,g € C([0,1]). Normo, ki jo porodi ta
skalarni produkt, ponavadi ozna¢imo z || - [[.

Ni tezko pokazati, da norma || - || inducira finejSo topologijo
na C([0, 1]) kot norma || - ||;. To nam pove, da »identiteta«

ni zvezna preslikava.

5. Topologija v linearnem topoloskem prostoru je lahko dolo¢ena
tudi z druzino seminorm. Seminorma v vektorskem prostoru
X nad obsegom F je taka preslikava

p:X—R
za katero velja za poljubna vektorja x, y in skalar A

(@) p(x) >0;
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(b) p(x +y) < p(x) +p(y);
(@) p(Ax) = [Alp(x);

Seminorme {p;;t € T} v vektorskem prostoru X doloc¢ajo dru-
Zino mnozic

Vie={xeX;p(x) < ¢}, (6.6)

kjer je ¢ poljubno pozitivno realno stevilo. Ni tezko preveriti,
da so vse mnoZice oblike

Vi N...OVi o, (6.7)

t; € T, e; € Ry, n € N, absorbirujoce in uravnovesSene. Za mno-
zicoU = Vi, Nn...NV,, obstaja mnozica W = Vi . N
...NVy .2, davelja W+ W C U. Poleg tega je konc¢ni presek
mnozic oblike (6.7) seveda spet mnozica take oblike. Po iz-
reku 6.3.3 tako druZzina seminorm res dolo¢a neko topologijo v
vektorskem prostoru X, s katero X postane linearni topoloski
prostor.

Konkretni primer linearnega topoloskega prostora, v katerem
je topologija dolo¢ena z mnozico seminorm (za tak linearni
topoloski prostor recemo, da je lokalno konveksen) je prostor
D([0, 1]) vseh poljubnokrat zvezno odvedljivih funkcij iz [0, 1]
v R z druzino seminorm

pe(f) = max|fOw),  feD(0,1]),

x€[0,1]

za poljubni k € (N U {0}); pri tem je f© = f; za odvode v
tocki 0 vzamemo desne, v tocki 1 pa leve odvode. Seminorma
po je celo norma (saj velja po(f) = 0 & f = 0). Ozna¢imo
z (D([0,1]), po) linearni topoloski prostor, ki ga sestavlja isti
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vektorski prostor kot D([0, 1]), a opremljen s topologijo norme
po. PokaZimo, da je topologija, ki jo dolo¢ajo vse seminorme
pi finejsa (in ne enaka) od topologije, ki jo dolo¢a norma py.
Zaradi posledice 6.2.3 zadosc¢a primerjati bazi okolic nica.

Ce uporabimo oznake iz enakosti (6.6), je e-krogla s sredig¢em
v 0 v (D([0, 1]), po) enaka V. in tako tudi okolica ni¢a v D([0, 1]),
obratno pa okolica V73 ni okolica nic¢a v (D([0, 1]), po), saj ne
vsebuje nobene mnozZice V,; naj si bo ¢ Se tako majhen (a
pozitiven), bo vseboval funkcijo f(x) = esin(kmt/2x), k € N,
k > 1/e, ki ima v kaksni tocki intervala [0, 1] odvod ve¢ji od 1.
Torej je topologija v D([0, 1]) res finejSa (in ne enaka) topologiji,
ki jo porodi norma py. To pa tudi pomeni, da je »identiteta«

(D([0,1]),p0) — D(O,1]), ~ f+— f

linearna preslikava, ki pa ni zvezna.

Vaja. Dokazite, danorma ||-||. inducira finejSo topologijona C([0, 1])
kot norma || - [;. (Namig: za dani ¢ > 0 pois¢ite zvezno funkcijo,
katere maksimum na [0, 1] je 1, njen integral pa je manjsi od ¢ in
uporabite posledico 6.2.3.
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